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PREFACIO

Como uma continuidade do livro Algebra Linear com o uso de softwares
educacionais, no qual foram tratados vetorialmente ponto, retas, planos,
distancias e conicas, esta obra foi pensada e escrita para que possa se ter
um maior detalhamento acerca de temas estudados na disciplina de Algebra
Linear II, constando algumas duvidas captadas em sala ou esclarecimentos
e mostrando a importancia da construcao de conicas e quadricas, utilizando
a diagonalizacdo de operadores simétricos e de maneira que possam ser
visualizados no aplicativo GeoGebra, assim como algumas construcoes
geométricas conicas e quadricas.

A obra Algebra Linear II permite trabalhar com ambientes diferentes,
construindo um espaco chamado de Espaco Vetorial, no qual se permite
de maneira ampla trabalhar com aplicacdes entre Espacos Vetoriais.
Conseguindo, ao final, trabalhar de maneira mais geral com as quadricas,
que englobam as conicas, sendo que estas podem ser rotacionadas a partir de
matrizes, ou melhor dizendo, através de um operador linear.

O enriquecimento de detalhes analiticos e construtivos levardo a uma
melhor assimilacao dos conteudos.

Os tépicos tratados foram construidos juntamente com a ministracdo
da disciplina de Algebra Linear II para os cursos de Engenharia da Escola
Superior de Tecnologia— EST, da Universidade do Estado do Amazonas- UEA,
trazendo uma linguagem mais coloquial, a fim de preencher lacunas do
saber aos leitores.



CAPITULO 1



O espaco vetorial se origina a partir de um conjunto ndo-vazio que serd
munido das operagoes triviais (adi¢do e multiplicagdo por escalar) e assim
nascem os vetores. Um vetor por si sO carrega muitas informacoes e,
mais adiante, possui uma propriedade impar que é a Propriedade de
Equipoléncia - PE, a qual permite que o vetor seja mudado de localizag¢do
sem ferir suas propriedades intrinsecas. Logo apds, com a adicdo de uma
métrica nesse espaco podemos fazer as medigoes e cdlculos de dreas e volumes.

1.1. Espaco Vetorial

Definicdo: Um espacgo vetorial (E.V.) é constituido de um conjunto V,
ndo-vazio, munido de duas operacodes, adicao +:V XV - V e multiplicacao
por escalar =R xV -V, em que sejam comprovadas as seguintes operacoes:

I) quanto a adicao:
Al) Comutatividade: Vi +v2 = vz +v; Vv, v, EV
A2) Associatividade: (v +v;) + vz =v; + (V2 +v3); Vv, vp,v3 €V
A3) Existéncia do elemento neutro: v+e=e+v=v;VveV,Je €V
A4) Existéncia do elemento simétrico: v+s=s+v=eVveV,IseV
IT) quanto a multiplicacdo por escalar:
M1) Comutatividade: (ef)v = a(Bv) = f(av);Va,B E R, VvV EV
M2) Existénciado escalar1: 1-v=v;Vv €V

III) quanto as duas operacoes:

D1) Distributiva em relacdo a adicdo: a(u +v) = au + av;Va € R,
Yu,vevlv

D2) Distributiva em relacdo aos escalares: (a + f)v = av + Bv; V «,
PERVYVEV
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Nota: Para cada espago, o elemento neutro se adaptara ao espago
proposto, podendo ser o numero 0, ou vetor nulo, matriz nula, polinémio
nulo e assim sucessivamente.

Exemplo 1: O espaco dos numeros Reais, R, em que seu elemento
neutro é o numero 0 e o simétrico de x € R é —x € R; o espaco R" seu
elemento neutro € o vetor de n-uplas 0=(0,...,0); o espaco das matrizes de

0 - 0
ordem m X n, My, x» (R) cujo elemento neutro é a matriz nula < wod ) ;
0 ves 0 mxn

o espaco dos polinomios de grau n, p"(R) cujo elemento neutro serd o
polinémio nulo, a saber, 0 = 0x™ + --- 4+ Ox + 0; entre outros espacos que
serdo citados nos exemplos a seguir, todos esses espacos munidos das
operacoes de adicdo e multiplicacao triviais sao Espacos Vetoriais.

No exemplo a seguir, mostraremos uma operacao nao trivial que
torna o conjunto um Espaco Vetorial.

Exemplo 2: Considere o conjunto V = {(x,x%); x € R}. Mostre que
(V,,0) é um Espaco Vetorial, no qual as operacoes sdo definidas por:

(xllxlz) @ (x21x22) = (xl + X2, (xl + x2)2)

a® (x,x%) = (ax, a’x?)

Resolucao: Para mostrar que V,munida das operacdes acima
definidas, goza das oito propriedades definidas em 1.1.

A1) (x4, x3) @ (x2,x2) = (1 + x5, (x1 + x2)%) = (xp + x1, (x5 + x1)?) =
(x2,x2) @ (x’x%) (Vale a comutativa em R para cada uma das coordenadas).

A2) ((r1,x8) @ (12,63)) @ (3, 63) = (1 +x2, (11 +12)2) B (33, 23) =
(x1 + x5 + x3, (] + x5 + x3)?) = (x1 + (x2 + x3), (xl + (x2 + x3)>2) =

(1, x2) @ (g + x5, (O + x3)2) = (0, x3) @ (e, 1) @ (3, %D))

A3) (x,x2) @ (e,e?) = (x,x%) = (x + e, (x + e)?) =(x, x2).

11



Pela igualdade de vetores, temos que x + e = x = ¢ = 0, uma vez
que as coordenadas estdo em R. Portanto, o elemento neutro existe e
ée = (00).

A4) Uma vez que da propriedade A3, o elemento neutro é (0,0).
Segue (x,x%) @ (s,52) =e = (x + s, (x + 5)?) = (0,0). Da igualdade de
vetores, temos: x + s = 0 = s = —x. Portanto, o elemento simétrico existe
eés = (—x,(—x)?).

M1) (aB)O(x, x*) = (aBx, (aB)*x?) = (a(Bx), a*(B*x?)) = aO(BOV)

V(x,x2)eV,a,f ER.

M2) 10(x,x%) = (1.x,1%2.x) = (x,x*>)V(x,x2) € V.

Dl) a® ((x1'x12) ® (xz:x§)) =a © (x1 +xp (1 + x2)%) = (a. (01 + x2), a?(x1 + x2)?),
Por outro lado, a O (x1,x7) @ a © (xz,x%) = (axy, a®x?) @ (ax,, a’x3)

(ax; + ax,, (ax; + axy)?)= (a(x; + x3), a?(x; + x5)?).

Portanto, vem a igualdade « © ((xl,xf) ® (xz,x§)) =a O (x,%7) @ a O (xz,x3),

D2) (a+B) O (x,x2) = ((a + Bx, (a + B)2x?).

Por outro lado,a O (x,x2) @ B O (x,x?) = (ax, a?x?) @ (Bx, f*x?) =
(ax + Bx, (ax + Bx)?) = ((a + B)x, (a + B)*x?).

Portanto, vem a igualdade (@ +8) © (x,x*) =a O (x,x*) ® O (x,x?).

Assim, com tais operacdes validadas, temos a comprovacao de que
(V,,0) é um espaco vetorial.

Nota 1: Perceba que, do jeito que foi definido, o conjunto V,
no exemplo 1, se tivesse sido considerado as operacgdes de adigao e
multiplicacdo por escalar triviais, jamais V seria um espacgo vetorial.

Entdo, leitor, atente para como é a definicao do conjunto e também
para a defini¢do das operacoes. Neste caso acima, percebe-se claramente
uma manipulacao das operacdes para tornar o Conjunto um E.V.

12



1.1.1. Exercicios de Fixacao

Agora que vocé ja sabe identificar todas as operagdes para que
um determinado conjunto seja um Espaco Vetorial, vamos praticar!

1. Verifique quais sdo os Espacos Vetoriais, e para aqueles que sao,
determine explicitamente o elemento neutro e o elemento simétrico
de cada EV, e, aos que ndo sdo E.V,, identifique pelo menos uma das
propriedades que nao seja satisfeita. Quando ndao houver nenhuma
interferéncia sobre a operagao, entao ela ¢ a trivial daquele referido Espaco.

a)V=_R+,)

b) V = (R% +,)

c) V = (R3 +,)

d) V = (R48,0), na qual as operacoes sao definidas por:

(x1,¥1) @ (x2,¥2) = (x1 + x2, (1 +¥2)%)
a © (x1,y1) = (axq,y1)

eV =(M,,[R),+)

f) V = (M,,3,®,0), na qual as operacoes sao definidas por:

[all a1z a13] b1y bz b13] _ [(111 +2b11 @iz +bip a3+ 2b13]
az1 Az Aazs b21 bzz b23 azq bzz ass + b23

a@[a11 aiz a13]_[aa11 aiz a13]
az1 Gz a3 adz; dzz dz3

1.2. Subespagos Vetoriais

Definicao: [Subespaco Vetorial] seja (V,+,) um Espaco Vetorial.
Considere S, um subconjunto de V ndo vazio. Dizemos que S € um subespaco
vetorial de V'se (S, +,-) satisfizer as oito operactes de Espaco Vetorial.

13



Proposicao: [Subespaco Vetorial] seja (v, +,-) um espago vetorial e S um
subespacode V,S c V. Entdo S é um subespaco vetorial de V] se:

i) Dados u,v € S > u + v € S (é fechado em relacdo a operacao Adicao).

ii) Dadosa E Rev € S - a - v € S (é fechado em relagdo a operagao de
Multiplicacdo por um escalar).

Nota 2: Ao admitir que S é um subespaco de V, temos a inclusdo do
elemento neutro em S, herdado de V.

Definicao: [Subespaco Proprio] Os conjuntos {0} e V sdo chamados de
Subespagos Proprios de V.

Exercicio 3: Mostre que o conjunto S = {(x,1 — x); x € R} ndo é um
subespaco vetorial do R?.

Resolucio: Sejam u,vE€ S, i.e, u= (x1,1—x1) e v=_(%3,1—x3).
Logou+v = (x1+x,,2— (x; —x3)) & S.

Com isso, ndo sendo fechado em relacao a operacao de adicao, nao é um
subespaco vetorial.

Observacao 1: Escolhendo valores numéricos para x no Exercicio 3,
por exemplo, fizermos x = —1, obtemos o vetor u = (-1,2) e x =1,
obtemos o vetor v = (1,0). Na Figura 1, podemos descrever o Subespaco
por uma reta definida pela equacdo y = 1 — x, decrescente, e o vetor soma
w = u + v (diagonal maior do paralelogramo formado por u e v) nao se
encontra limitado pela reta originada por S.

14



Figura 1. Representacdo do subespaco contido no Exercicio 3

Fonte: App GeoGebra Grafica

Definicao: [Exemplos Triviais de Subespaco] Seja V um espaco

vetorial, S; e S, subespacos de V,entdo as seguintes sentencas ainda sao
subespacos vetoriais de V.

I) O Espaco Soma de Subespacgos Vetoriais,
Si+S,={u+v;uesS,eves,}

IT) O Espaco Intersecao de Subespacgos Vetoriais,
S]_ ﬂSZ = {Z;Z ESleZ ESZ}.

Nota 3: A demonstracao fica a cargo do leitor.

Exemplo 4: Considere S; = {(x,y,z) E R%;2x —y + 3z =0} e

S, = {(x,y,z) € R?y = 5x}. Determine o subespaco S;U S, e §;NS,.

Resolucao: Para fazer o que se pede, reescrevemos cada um dos
conjuntos por: S; = {(x,2x + 3z,z);x,z € R} e S, ={(x,5x,2);x,z € R}.

Assim, o espaco soma: S; + S, ={(2x,7x + 3z,22); x,z € R}.

Na determinacao do espago interse¢ao, faz-se uma combinacao das
restricoes de cada um dos subespacos.

S1NS, ={(x,y,z) € R?*; 2x —y 4+ 3z = 0; y = 5x}
S$;NS, = {(x,y,2z) € R3;—3x + 3z = 0;y = 5x}
$1NSy = {(x,,2) €R%y = 5x;z = x} = {(x, 5x,x);x € R},

15



Definicdo: [Soma Direta] Seja V um espacgo vetorial e S; e S,
subespacos de V, dizemos que V é soma direta de S; e S3,i.e, V =5; @ S5,

se todo vetor de V se escreve como uma somaV =5; + S, e S; NS, = {0}.

O exemplo 3 nao descreve uma soma direta, pois o espago vetorial
intersecio é diferente do trivial {0}.

1.2.1. Exercicios de Fixacao

Treine agora para identificar os subespacos de um E.V e saber quando
ndo sdo subespacos.

1. Para cada um dos espacgos vetoriais e subespacos, verifique quais
sao admitidos como subespacos vetoriais. Caso nao seja, especifique qual
a propriedade que nao é vélida.

a)Vz([CCl Z],+,~),a,b,c,dE]R;S:[i Z],b,c,deR.

b)V =((x,y,2),+ )%y z€R; S ={(x,y,2)ix —3y +z = 3}.
Interprete geometricamente este fato!

o)V =_(y,+ )xy€ERS=(x,y);x+2y* = 0. Interprete
geometricamente este fato!
2. Mostre que o R® = R? @ R com as operagdes triviais.

1.3. Combinagdo Linear

Definicdo: [Combinacao Linear] sendo V um espaco vetorial.
Escolhendo-se n vetores de V, vy,Vy,...,v, €V, dizemos que v eV ¢é
combinacdo linear dos vetores V1, V3, ..., V, se:

16



n
v = Z a;v;, =av; +ayv, + -+ a,v, (1)
i=1

dadosa; € R, Vi =1, ...,n.

Nota 4: Os escalares «; irdo desempenhar um papel de controle sobre
os comprimentos dos vetores, podendo aumentar se |;| > 1, diminuir se
0 < |a;] < 1eseaq; < 0invertera o sentido dos vetores.

Observacao 2: A equacao (1) resultard em um sistema linear, no qual
se o sistema for um sistema possivel, entdo podemos escrever o vetor como
combinacao linear dos vetores V1, V2, -+, Vn.

Uma das defini¢Oes mais importantes deste capitulo, sem duvida, € a
compreensdo de subespaco gerado. Ou seja, determinar os vetores geradores de um
Espaco ou Subespago Vetorial.

Definicao: [Subespaco Gerado] seja V um espaco vetorial e A um
conjunto constituido de n elementos, a saber, A = {v,v,, ..., v, }. Dizemos
que o conjunto A gera o espaco vetorial V, se todo elemento de V se escrever
como combinacao linear dos vetores de A. Notacdo: V = G(A) ouV = [A].

Exemplo 5: Considere o subespaco S ¢ R3 gerado pelos vetores Vi =
(2,1,3),v, = (3,—1,4) e v3 = (2,6,4) . Verifique se o vetor v = (3,4,5) € S.

Resolucio: Pode-se resolver esse problema de duas formas:

I) Determinar a restricao do subespago S e depois verificar se as coordenadas
do vetor a satisfaz, ou j4 resolver o sistema colocando as coordenadas do
vetor como combinacao linear, e caso o sistema seja possivel, afirmamos que o
vetor pertence ao subespaco gerado.

17



Opta-se por I. Assim sendo, escreve-se um vetor genérico qualquer
pertencente a S, logo se escreverd como combinacao linear de V1, V2 e Va.

3
V= Z a;V;i = a1vy + ayv, + azvs (2)

Substituindo as coordenadas de cada um dos vetores e aplicando as
operacoes de adicao e multiplicacdo por escalar provindos do subespaco,
neste caso trivial, obtemos o seguinte sistema:

201 +3a; + 203 = x
a; —a; +6az =y (3)
3a; +4a, +4az =z

Reescrevendo matricialmente o sistema (3), temos:

Escalonando:
2 3 2 x12L_Ls 1 2 o 2x-2z]"1
[1 -1 6 y|L,—3L; »|-5 —-10 0 y—3x §—>
3 4 4ZL3—3L2 0 7 —14 Z—3y —
7
[ 3x —
2x — 7] 2x — 7z — Sy
1 2 o0 3x—ylli=l2 |og o0 o 3x—y
1 2 0 5 o011 20 = —
0 1 -2 z—3y| 0 1 -2
z— 3y
7
7

18



Para que o sistema seja Possivel e Determinado, temos que ter

3x — 10x — 5z —3x +
2X — 7 — 5y=00u c y:0

O subespaco S = {(x,y,z) € R3;7x + y — 5z = 0}, Logo, para que o
vetor v = (3,4,5) € S, temos:

7-3+4—-5:5=0

O que garante que v € S.

A partir da definicdo do subespaco gerado, pode-se identificar os
vetores geradores.

Exemplo 6: No exemplo anterior, temos que o subespaco gerado
é o conjunto:

S={(x,y,z) ER3%7x+y— 5z =0}

Determine seus vetores geradores.

Resolucao: Reescrevendo a definicdo do subespaco:
S={(x,52—7x,2z);x,z € R}

Utilizando as operagdes definidas em S, as quais sao herdadas do
Espaco Vetorial, temos:

S={x(1,-7,0) +z(0,51); x,z € R}

Ou seja,

G(S) =1[(1,-7,0),(0,5,1)]

19



Observacao 3: Nao se retornou aos mesmos vetores do exemplo 5,
pois V1 se escreve como uma combinacdo linear de V2 e V3 dada pela
equacao abaixo:

4v, = 2vy + v3

Observacao 4: Se incluirmos um vetor w € V, em que V = [4], sendo
A = {vy, ..., vn}. Decorre da prépria definicio de subespaco gerado que se
w é uma combinacao linear dos vetores de A entdo vale:

[V, Vo, v, Vi, W] = [V, oo, Vi

1.3.1. Exercicios de Fixacdo

Essa é a parte crucial do entendimento da constru¢do dos espacos e
subespagos, pois com a ideia de Combinagdo Linear ird se desenvolver toda uma
estrutura. Por isso, € importante que se entenda cada Espaco, suas operacoes,
combinagdo linear, subespagos e subespacos gerados.

1. Sendov; = (1,2,4),v, = (—1,1,2),v3 = (3,2,—1),v, = (4,—4,8), verifique
e justifique se w = (4, —2,5) pode ser escrito como combinacao linear de:

a) €1, e €3, em que €1 = (1,0,0),e; = (0,1,0) e e3 = (0,0,1)
b) Vi, V2e V3
c)vVieVz

d) V2, Vze V4

20



2. Determine o espaco de M;x,(R) gerado pelos vetores:
_[1 2 _[5 0 _3 -2
Ml_[4 —1]'M2_[_1 1]eM3_[1 1]

3. Determine os geradores dos seguintes subespacos vetoriais dados:
a) S ={(x,y) ER?2x +7y =0}

b) S, ={ax3+bx?>+cx+d € p3(R);a+ b =c}

=

1.4. Dependéncia e Independéncia Linear

o 0 Q
S T

€M3X2(]R);a+d=Oee—f=b}

Definicao: [Dependéncia e Independéncia Linear] sejam (V, +,-) um
espaco vetorial e A = {v4,v,, ..., v} € V. Considere a equacao:

n

z a;v; =0 (4)

i=1

Na equacdo (4), os escalares a; sdo reais e V; sdo os vetores
pertencentes a A.

Se (4) admitir somente a solucao trivial, i.e, @; = 0, Vi, entdo, dizemos
que o conjunto A é linearmente independente. Esta definicao impede
qualquer um dos vetores contidos no conjunto de se escrever como
combinacao linear um do outro.

Ja se (4) admitir solucoes a; # 0, dizemos que o conjunto A4 é
linearmente dependente.

Observacao 5: O vetor nulo pode se escrever como combinacdo
linear de quaisquer vetores, como a seguir:

0=0-v;+-+0-v,
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Isto faz com que qualquer conjunto que contenha o vetor nulo constitua
um conjunto linearmente dependente.

Exemplo 7: Verifique se o conjunto A = {py,p2 13} < #>(R),
onde p (t) = t2 =2t + 1, po(t) =t + 2 e p3(t) = 2t* — t é linearmente
independente.

Resolucao: Facamos a combinacao descrita em (4) utilizando os
vetores de A.

a1p1 + azp, + azpz =0
Substituindo os vetores apropriadamente:

a1(t? =2t + 1)+ ap(t +2) + az(2t? —t) = 0t + 0t + 0

Fazendo as operacdes triviais e igualdade de polinémios, obtemos
o sistema:

a1+2a3:0
_2a1+a2_a3:0
a1+2a2:0

Das equacoes (1) e (3), temos que a3 = a,. Logo em (2), temos —2a; = 0,
onde a1 = 0. Consequentemente, a, = a3z = 0.

1.4.1. Exercicios de Fixacao

Agora é a sua vez de colocar em prdtica a verificagdo de vetores linearmente
dependente ou linearmente independente. Sempre em mente que isto resultard num
sistema homogéneo e que, muitas vezes, se necessitard da resolucdo via escalonamento.

1. Para cada um dos itens, verifique se o conjunto de vetores pertencentes
ao Espaco Vetorial (R% +, -) é L.D. ou L.I. Justifique suas respostas.
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a) €, ={(1,-2)}

b) ¢; = {(1,0), (0,1}

¢) G = {(1,2),(3,-1)}

d) G, = {(1,2),(3,-1),(2,-5)}

e) CS = {(172)7 (3r _1)r (Zr _5)' (1'0)}

2. Com base no exercicio anterior, qual o nimero maximo de
vetores no conjunto a fim de tornar o conjunto L.I.? Existe somente um
conjunto com numero maximo de vetores L.1.? Justifique sua resposta.

Teoremas Operacionais de Dependéncia e Independéncia Linear.

1) A = {v4, ..., vy} é Linearmente Dependente se, e somente se, pelo
menos um desses vetores for combinac¢ao linear dos outros.

2) A ={vy,.., v} é Linearmente Independente se, e somente se,
nenhum desses vetores se escrever como combinacao linear dos outros.

1.5. Base e Dimensao

Nesta se¢do, iremos mostrar que um determinado Espaco ou Subespago Vetorial
possui um conjunto base para que todo e qualquer vetor dentro dele se escreva como
uma combinagdo linear dos elementos de tal conjunto base. Porem, esse conjunto ndo
é unico, podemos ter finitas ou infinitas bases para um determinado espago. O que ird
delimitar neste caso, € o niimero necessdrio e suficiente para pertencer a tal conjunto
base. Ao tratarmos de Espagos ou Subespagos finitos iremos ter um numero ideal
para compor cada conjunto base. Outras delimitacoes também serdo impostas a
um subconjunto, que nunca deverd exceder a dimensdo do espaco que o contém.
No proximo capitulo, iremos fazer a mudanga de base, permitindo assim uma ampla
vantagem de trabalhar com a base que for conveniente.
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Definicdo: [Base de um Espaco Vetorial] Seja (V, +,-) um espacgo
vetorial e B = {v;,...,v,} € V.Dizemos que B é uma base do espaco
vetorial, se:

i) B for linearmente independente;

ii) V. = G(B)

Assim, conseguimos expressar todo e qualquer vetor de IV em termos
dos vetores da Base.

Exemplo 8: Seja V = R3. Verifique se os conjuntos representam uma
base para V.

a) B; = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}
b) B, ={(—-1,2,3),(4,1,2),(5,—,1,-3)}

Resolucao: Para a verificagdo, iremos resolver dois sistemas, genérico
e homogéneo, para cada uma das letras.

a) Os elementos de B; sdo nomeados €1, €2 e €3, pois representam os
vetores can6nicos do espaco vetorial R3.

Fazendo a combinacio e igualando ao vetor nulo do R3, temos:
3

a;e; = 0

i=1

O que resulta no sistema:

Oa1+a2+0a3:0

a1+0a2+0a3=0
0“1"‘0“2"‘“3:0

O que ocorre quando a; = a; = a3z = 0. Logo B{ é L.I.
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Para ii) iremos novamente escrever a combinacao e igualar a um
vetor genérico do R3, a saber, v = (x,y,z) € R’.

a; +0a; +0az =x
Oa;+a; +0a3 =y
0a1+0a2+a3=2

Resolvendo o sistema diretamente, a resposta sera dada por:

a=Xx,a,=yeaz =z

Mostrando que realmente qualquer vetor (x,y,z) = x(1,0,0) +
(0,1,0) + z(0,0,1).

b) Os elementos de B,, iremos chama-los de vy, v, e V3.

De modo andlogo, para a verificacdo de B, ser L.I, teremos que
resolver o sistema:

_a1+4a2+5a3=0
2a1+6¥2—0(3=0
3a; +2a, — 3a3 =0

~1 4 5 0]2Li+L, [0 9 9 0]3 [0 1 1 0] i
2 1 -1 0 2L2—L3—) 1 0 1 0IF*=11 0 1 0] ==
2 Ly+3L, lo 14 12 0 Ls

-3 0

0 1 1 0]L;—1Lj 0 1 1 0]1Li—1Ls
-1 0 =50

0 1 0 0l r,+21 0 1 0 0] La+2
0 0 1 0] = 0 0 10
511 0 =5 0o|L2*+5Li 511 0 0 0

0 1 0 ol i 01 00

O que corresponde a solugao trivial, i.e, x = 0;y = 0; z = 0, indicando
que o conjunto é L.I.

Analogamente, ao solucionarmos o sistema genérico, encontra-se uma
solucdo a; = f(x, y, z), indicando que B, gera o R3.
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Observacao 6: Se o conjunto B tiver apenas um vetor ou dois, é facil
verificar que apesar de satisfazer a condicdo i) da definicdo de Base de um
espaco vetorial, a segunda condicdo nao seria satisfeita.

Assim, pode-se notar que para que o espaco tridimensional seja
gerado, precisamos de exatamente 3 vetores, ndo necessariamente os
mesmos vetores.

Exemplo 9: Verifique se os vetores v1 = (1,2,3),v, = (=1,0,1),v3 =
(42-1evy=(3-12)sdo0L.L

Resolucao: Para tal verificagdo, deve-se fazer a combinacao linear dos
vetores dados e igualar ao vetor nulo.

al—a2+40{3+30{4 =0
2051 + Oaz + 2“3 - Qf4_ = 0 (5)
3a1+a2_a3+2a4:0
Escrevendo matricialmente o sistema dado em (5) e resolvendo por
escalonamento, tem-se:

1 -1 4 3 0] i 1 -1 4 3 0] @
2 O 2 _1 O Teell N 2 0 2 _1 0 ..... N
3 1 -1 2 ollstlr {4 o 3 5 olks=2Lk

=

Lr+2l3512 0 0 13 o] ¢ -
0o 0o -1 7 ol

-1 4 3 0]2L1—L2

[0—28—70

2 0 0 13 0
o 0 -1 7 O

2 0 0 13 0
0O 0 -1 7 O

L,+8L; [0 —2 0 49 0
ﬁ

A partir do momento em que as operacoes entre linhas fazem permutar os
zeros de posicao ou eliminar os zeros, o melhor a fazer é parar o escalonamento.
E assim, obtemos:

2“1 + 13(14 =0

—zaz + 4‘9“4 =0
_a3 + 70(4_ = 0
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Ou melhor:

49
a, = 5 Ay
13
a, = > Ay
0(3 = 7a4_

O que resulta em uma dependéncia linear de @1, @2 e @3 em funcao de 4.
O que diz que os vetores sao L.D.

O resultado visto no exemplo 9 resulta no Teorema de Caracterizacao de
uma Base para um espaco vetorial.

Teorema: Se B = {v,, ..., v, } for uma base do espaco vetorial V, entdo
todo conjunto com mais de n vetores serd linearmente dependente.

A demonstracgao deste fato se d4 pela definicao de independéncia dos
vetores (Condicao i). (Verificar [1])

Corolario: Duas bases quaisquer de um espaco vetorial tém o mesmo
numero de vetores.

Definicao: [Dimensiao de um Espaco Vetorial] seja (I, +,:) um espacgo
vetorial cuja base possua n vetores, entao a dimensao de V é igual a n.
Notacao: dim( ).

Observacoes:

I) Se V tiver uma base que contenha apenas o vetor nulo, dizemos que
dimV = 0 (Convencao).

IT) Se V tiver uma quantidade finita de vetores na base, entao dizemos
que V tem dimensao finita.

IIT) Se V tiver uma quantidade infinita de vetores na base, dizemos que
dim(V) = oo.
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IV) Se S c V subespaco, entdao dim(S) < dim(V).

V) [Completamento de uma base] se B’ for um conjunto com vetores
linearmente independente, constituindo uma parte da base de V,
podemos completd-la até formar uma base para V.

VI) [Convencao] se V = {0}, entdo dimV =0

Exemplo 10: Considere S; = {(x,y,z) ER3;2x —y+3z=0} e S, =
{(x,v,2z) € R%;y = 5x}.Determine uma base para os subespacos S;US,
e 51 ﬂSZ .

Lembre-se de que este exercicio foi feito (Exemplo 3) explicitamente,
mas iremos enfatizar a base de cada um dos subespacos envolvidos e fazendo
valer a relagdo valida para subconjuntos, que sera validada também para
subespacos vetoriais:

dim(S;U S,) = dim(S,) + dim(S,) — dim(5;NS,) (6)

Resolucido: Podemos reescrever S; como:

S; ={(x,2x + 3z,z); x,z € R} = {x(1,2,0) + z(0,3,1); x, z € R}. Ou seja,
temos que os geradores de Sy, i.e, G(S1) = [(1,2,0),(0,3,1)]. Analogamente
para S,.

SZ = {(X, SX, Z); xX,zZE€ R} = {X(l,S,O) + Z(OIO :1). Portanto, G(51U 52) =
{(1,2,0),(0,3,1),(1,5,0),(0,0,1)}.

Mas isto iria de encontro com a observacgao IV da dimensao de um espago
vetorial. Pois, a unifio de subespacos de R3 ainda serd um subespaco de R3,

Indicando que possui um vetor a mais e que deverd ser descartado
apropriadamente. Para isto, ao retirar um determinado vetor, deve-se
verificar que o conjunto continua linearmente independente.
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Portanto, G(S;U S3) = {(1,2,0), (0,3,1), (1,5,0)}e assim dim(S; US,) = 3.

Para verificar os geradores do subespaco intersecado, lembre que
os vetores formam uma combinacao. E assim, S; NS, = [(1,5,1)], i.e,

dllTl(Sl nSZ) = 1.

Valendo entdo a relagdo (6), uma vez que a dimensao tanto de S; como
de S, éigual a 2.

1.5.1. Exercicios de Fixacao

Neste quesito, vocé jd sabe que existe um conjunto com nimero mdximo
de vetores que o torna L.I. e que gera todo o espaco vetorial. E tal conjunto é
chamado de Base do Espaco Vetorial e a quantidade de vetores representa a
dimensdo do referido Espaco. Sendo assim, vamos praticar!

1. Determine a base candnica dos seguintes Espacos Vetoriais e justifique
0 que estd em parénteses.

a) R (Espaco dos Numeros Reais)
b) R? (Espaco bidimensional)
c) R3 (Espaco tridimensional)

c) R" (Espaco n - dimensional)

2. Determine uma base para os seguintes subespacos vetoriais,
representando-os geometricamente, quando possivel, a seguir:

a) S; = {(x,y) € R%x =y}

b) S, ={(x,y,2) ER3%2x —y +z =0}

)53 = {[y ] = 2}
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1.6. Componentes de um vetor

Como vimos na se¢do anterior, podemos ter diferentes bases para um mesmo
Espago Vetorial, e assim, podemos ter diferentes maneiras de escrever um
determinado vetor em relacdo a base.

Definicao: [Componentes de um vetor] seja B = {v,, ..., v,} € V umabase.
Considere v € V, entdo, podemos escrevé-lo em termo de B:

V= Z a;v; (7)

i=1

Os numeros @; sao chamados as componentes do vetor na base B.
a1

Notagﬁes: Vg = (al, ...,an) ou Vg = [ : ] (8)
an

Exemplo 11: Expresse o vetor v = (3,—5) em termos das bases B; =

{(112); (_1;5)} € BZ = {(21 _3)1 (41 _1)} .

Resolucao: Escrevendo a combinacao e resolvendo os sistemas:

— _ a; —a; =3 _ 10 11
(3,5) - a1(1,2) + az( 1,5) i {zal + 5(12 — 5 d VB1 = (7 _7)

2a, +4a, =3

(35) =a1(2,-3) + a,(4,-1) - {—3a1 —a,=5"

vp, = (1,7 —0,1)

Lembrando que esses sdo 0s ajustes para que os vetores sejam as bases
do paralelogramo e o vetor v ser a diagonal maior.

30



Figura 2. Localizacdo do vetor Vv expresso em termos de B, = {v,,v,} ede B, = {v5,v,}

Fonte: App GeoGebra Grafica

Observacio: Na Figura 2 é possivel identificar geometricamente que
o vetor soma v pode ser representado como a diagonal do paralelogramo

10 11 . ,
formado pelos vetores = V1€ ——v,, assim como também pelos vetores

1 ) 7 € — 0, 1V4 .
1.6.1. Exercicios de Fixagdo

Ndo perca o foco! Vamos praticar mais um pouco a escrita de um vetor em
uma determinada base. Isto serd muito necessdrio na se¢do de Matriz de uma
Transformagdo Linear.
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1. Sendo as bases:

Bl = {(110); (011)}
BZ = {(2:1)1 (31 _1)}
BB = {(5r4)r (Sr _2)

Para cada uma das bases expressas, determine v = (8,3) na base:
a) Bl
b) B,

c) Bz

1.7. Isomorfismos

Nesta secdo, pode-se definir isomorfismos entre Espacos Vetoriais em geral
com o Espaco R"™. E na maioria dos casos, daqui em diante todos os exemplos
serdo mais comumente explicitados por tais isomorfismos vetoriais. No capitulo
sobre Transformacoes Lineares, se exibird um aprimoramento da defini¢do de
Isomorfismo entre Espagos Vetoriais quaisquer.

Definicdo: [Isomorfismo] seja V/; um espacgo vetorial sobre R e
V, = R" Sedim(V;) = n, entio dizemos que V; é isomorfo a V/, se existir uma
aplicacdo ¥: V; — V5 tal que:

i) Y seja bem definida;

ii) P seja biunivoca.

Notacao: I; = R"

Exemplo 12: S3o isomorfismos:

a) M,yn(R) = R™*"
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myp o My
Resolucio: Fazendo a funcio ([( oo )D = (Mmyq, ...,

Mp1 = My

Mip, oo Mun1, - My , note que a dimensio das Matrizes m X n é igual a
m - n, o que coincide com a dimensao do R™*™,

b) " (R) = R

Resolucao: Fazendo a funcdo Y (ay + a1 x + -+ a,x™) = (agp, ay, ..., a,).
Note que a dimensio do espaco de polindémios £"(R) éiguala n + 1.
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CAPITULO 2

ESPAGOS VETORIAIS EUCLIDEANOS



Um espago vetorial com suas operacoes triviais, de adigdo e multiplicacdo por
um escalar, jd tem condicoes de operar com os vetores, mas ainda precisamos ter
uma métrica para calcularmos comprimento, dngulos e dreas. Assim, com uma
func¢do métrica dentro do espaco podemos ir mais além.

2.1. Produto Interno

Definicao: [Produto Interno] sejaV um espaco vetoriale:V xV - R
que opera com dois vetores u, v € V e associa um numero real, definido
como segue:

Uv=0x0, X)) Ve V) =% Y1+ +x, 9 ER 9)
onde se deve cumprir os seguintes axiomas:

P;) Comutatividade:

u-v=v-u

P,) Distributiva em relacao a adicdo de vetores:

u-v+w)=u-v+u-w

P3) Associativa em relacdo a multiplicagdo por escalar de vetores:

(auw) - v=u-(av) =a(u-v)

P4) Nao — Degenerescéncia: u-u = 0. Temos u - u = 0, se e somente
se,u=20

Observacao 7: Qualquer funcdo que atenda aos quatro axiomas pode
ser definida como um produto interno, sendo (9) chamado de produto
interno usual. Um Espaco vetorial de dimensao finita com um produto
interno chama-se Espaco Vetorial Euclideano. Além disso, os espacos
vetoriais sao sobre o corpo dos numeros Reais, R, e cuja dimensao é finita.
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Exemplo 13: No espago das Matrizes M,4,(R), definimos o produto
interno dado por

M. M, = trac;o(MZt Ml)

onde M," é a transposta de M,. Nestes termos, calcule o produto interno entre

= Yem=(5 2)

Resolucao:

M, = trago ((_02 _ZS)t_(—; i)) = trago <((2’ . i)) = trago(Z9 2)=-6-3="-9

2.2. Madulo ou Norma ou Comprimento

Definicao: [Modulo ou Norma ou Comprimento de um vetor] O Médulo
ou Norma ou Comprimento de um vetor é definido a partir do produto interno
dentro do espaco vetorial V por:

vl=+v-v (10)

Definicao: [Propriedades do Mddulo] seja V um espaco vetorial.

i) [Nao Degenerescéncial] |[v| = 0VveV;|v|=0< v =0.
ii) [Positividade] |av| = |a]|v]
iii) [Desigualdade de Cauchy-Scwarz] |u - v| < |ul|v|

iv) [Desigualdade Triangular] |u + v| < |u| + |v]|

Exemplo 14: Considere em R?, o produto interno definido por
1 -1
2 3
vetor (—1,2).

[*1 3’1][ ”;;], onde u = (x1,y1) e v = (x,,y,). Calcule a norma do
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Resolucio: Utilizando a equagdo (10) para calcular a norma do vetor,
temos:

I(-1,2)| =/(1,-2) - (1,-2)

Calculando o produto interno conforme o enunciado do problema:
(-2, SIGT=6 1[;]=-3+14=n

Logo, |(—1,2)| = V11.

Observacao 8: Se fosse calculado a norma do vetor sendo
utilizado o produto interno usual, a matriz seria a matriz identidade.

2l =t A =1eess

Importante sempre atentar para o produto interno que esta sendo
utilizado, pois a resposta pode mudar completamente.

2.2.1. Exercicios de Fixacao

Com a determinacdo de um produto interno em um Espaco Vetorial, pode-se
calcular vdrias medidas, entre elas, o comprimento de vetores. Agora chegou a sua
vez de testar alguns produtos internos diferentes num mesmo Espago Vetorial!

1. Sendo o vetor v = (2,—1,1), calcule o comprimento do vetor de acordo
com cada produto interno dado.

a) (ru,y1,21) - (02,52, 22) = x1y1 + %22 + 2122 “Produto interno usual do RY”
b) (x1,y1,21) - (x2,¥2,22) = 3x1%, — Y1y, + 2212,

C) (x1,¥1,21) - (X2, ¥2,22) = 2x1%3 + V1Yo — 212,
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2.3. Espacos Vetoriais Normados - EVN

Um espaco vetorial de dimensdo finita munido de um produto interno,
possibilita a cria¢do do cdlculo da Norma de um vetor, tornando assim, o
espaco vetorial normado - EVN. Com isso, pode-se obter o cdlculo de dngulos
e definir subespagos ortogonais e até o complemento ortogonal de subespagos.

Definicio: [Angulo entre Vetores] Dados dois vetores ndo nulos, ueV,
e 8 o angulo formado entre eles, podemos calcular o angulo expressamente
através da Equacao (8).

u-v
cos @ = (11)
lul|v]
Ou seja,
u-v
9=arccos< )comOSHSn
lullv]

Observacao 9: Esta formula deduzida da Lei dos Cossenos. Caso necessite
T
do anguloentre 0 < 6 < > basta considerar no numerador da fragdo em (11)

em modulo.

Definicido: [Normalizacao] Um vetor V é dito normalizado se |v| = 1.
Caso o vetor nao seja normalizado, pode-se normalizar fazendo a operagdo
de multiplicacdo por escalar, dado por:

1
u=-—v (12)
vl

desde que v seja nao nulo.
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2.4. Condicoes de Ortogonalidade
Definicao: [Ortogonalidade]

* Entre vetores:

Dois vetores nao nulos sao ditos ortogonais quando o angulo formado
entre eles é de 90°. Substituindo o angulo na equagao (11) e tendo-se que
|lu| > 0el|v| > 0, obtemos u - v = 0.

Notacao: u 1L v
* Entre um vetor e um Subespaco:

Sejau € V e S um subespaco vetorial de V. Dizemos que u é ortogonal
a S se dado qualquer vetor v € V for satisfeito u L v.

Notacao:u L v

* Conjunto Ortogonal:

Dado um conjunto {vy,..,v,} €V, onde V é um espaco vetorial
euclidiano. Dizemos que {vy, ..., v,} é ortogonal se v; L v; Vi # j.

Observacio: Se {v4, ..., V,} constituir uma base paraV, dizemos que o
conjunto é uma base ortogonal.

* Conjunto Ortonormal:

Dado um conjunto {v;,..,v,} cV, onde V é um espaco vetorial
euclidiano. Dizemos que {v4, ..., v,} é ortonormal se

Vi'ijo,Vi?':j
Vi'Vj=1,Vi=j

(12)
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Observacio: Se {vy, ..., V. } constituir uma base paraV, dizemos que o
conjunto é uma base ortonormal.

* Entre Subespacos Ortogonais entre si:

Sendo S; e S, subespacos nao triviais de um Espaco Vetorial Normado V,
dizemos que S; é ortogonal a S,, se para qualquer vetor v € S; for ortogonal a
S,, e vice-versa.

Notacao: S; L S,

* Complemento Ortogonal:

Considere V um EVN e S € V subespaco vetorial. Dizemos que o
complemento ortogonal a S é:

St={vev;v1S} @13

Notacao: S+

Exemplo 15: Seja V = R? com produto interno usual, considere o
subespaco S = {(x,y,2) € R%y — 2z = 0}. Encontre o S*.

Resolucio: Encontremos a base de S, primeiramente. S = {(x, 2z, 2);
x,z € R} e entao G(S) = [(1,0,0),(0,2,1)].

Logo se v € S+, entdo, v L (1,0,0) e a0 mesmo tempo v L (0,2,1).
Sendo v = (x,y,2):

(x,y,2z)-(1,0,0) =0 _[x=0
(X,Y;Z)'(0,2,1)=0 2y+Z:0

O sistema é satisfeito para x = 0 e z + 2y = 0. Portanto, S* = {(x,y, 2)
ER3x=0ez=—-2y}
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Outra maneira de solucionar o problema é usando o produto externo,
que satisfaz a condicao requerida e assim:

i j k
1 0 0l=(0-12)
02 1

Portanto, St = [(0,—1,2)].

Mesmo nao se tendo a base de um subespaco vetorial ortogonal, pode-se
ortogonaliza-la pelo Método de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt que consiste em
tomar a projecdo de um vetor sobre o outro como na Figura 3, onde u e v ndo
sao ortogonais entre si.

Figura 3. Obtencado de vetores ortogonais.

Fonte: App GeoGebra Grafica

A obtencao de vetores ortogonais a partir dos vetores u e v vem:

Pela Lei do Paralelogramo, temos que o vetor w é exatamente v — Au.
Lembre-se que a multiplicagdo por escalar aumenta, diminui ou inverte o
sentido do vetor.

Como os vetores W e u sdo ortogonais, em particular, w e Au também,
segue que:

Au-(v—=2Au)=0 (14)
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Logo, aplicando a propriedade distributiva do produto interno, obtemos

E, assim, a nova base constituida de vetores ortogonais entre si, sdo:

u-v
uew=v—<—)u
u-u

2.4.1. Exercicios de Fixagdo

Neste patamar vocé jd conhece vdrias condigoes de ortogonalidade. Entdo
é a hora de praticar!

1. Determine o complemento ortogonal do subespaco vetorial §; =
{(x, y,z2) ERGx—y+2z= 0}, de acordo com o produto interno indicado.

a) em relacdo ao produto interno usual (%1, ¥1,21) - (x2,¥2,22) =
X1X2 + Y1Y2 + 212;3.

b) em relacao ao produto interno (xy,y1,21) - (x3,¥2,25) =
2x1%2 — Y12 + 212;.

2. Determine uma base ortonormal do subespaco vetorial S = {(x, y);
x = 2y} em rela¢do ao produto interno usual.

2.5. Componentes de um vetor numa Base Ortogonal

Considere Vum EVNe B = {v, ..., v,,} € V uma base ortogonal. Entdo se
consideramos v € V, pode-se escrevé-lo em termos da base B.

n
v =Z ayvi,com a; € R
i=1

Ou ainda:
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v=av; + -+ ayv, (15)

Para descrever os escalares a;, podemos utilizar a informacao da base
ser ortogonal, v; - v; = 0,Vi # j.

Assim para achar o escalar, por exemplo, basta fazer o produto interno
da equagdo (11) com o vetor v;.

Entao temos:

V-V1=a11/1-v1

V'Vl

O que acarreta: a; =
Vl ¢ Vl

Seguindo este mesmo procedimento, os escalares serdo descritos pela
férmula de recorréncia dada por:

V-V

a; = ;i=1,...,n (16)

Vi * Vi

Exemplo 16: Considere a base ortogonal B = {(1,-2,1),(—1,0,1),(1,1,1)}
de R?* em relaciio ao produto interno usual. Descreva as componentes
matriciais do vetor v = (5,3,2).

Resolucio: Considerando os vetores v; = (1,—2,1),v, = (—=1,0,1) e
v3 = (1,1,1). Utiliza-se a equacdo (16) para calcular os coeficientes:

v-yy 5-6+2 1

a4 = = = —
1 Vl'vl 1+4+1 6
V-V, —5+2 -3
‘12: = = —
Vo * Vo 1+0+1 2
_5+3+2_10
BT 11 3
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Logo,
(1 -310
B=\6 23 )
2.5.1. Exercicios de Fixacdo

Percebeu como a condicdo de ortogonalidade facilita o cdlculo das componentes
de um vetor quando a base é ortogonal? Entdo, vamos exercitar e fixar essa nova
maneira de calcular o vetor numa base ortogonal.

1. Sendo B = {(1,-2,1),(-1,0,1), (1,1,1)} uma base ortogonal, determine
os seguintes vetores:

a) (5, 3, _Z)B
b) (—1,4,6)3

C) (2, _1, 7)3
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CAPITULO 3



As transformagoes lineares podem ser aplicadas em diversos segmentos da
Engenharia, principalmente as Transformacoes Lineares Planas e Espaciais, como
a Rotagdo, Reflexdo e Cisalhamento, podendo ser pensadas como o movimento de
um brago mecdnico na industria de automacdo.

3.1. Transformacdo Linear - TL

Definicao: [Transformacao Linear] sejam IV e W espacos vetoriais,
onde dim(V) # dim(W). Considere a aplicacdo T:V — W, dizemos que T é
uma transformacao linear se cumprir as seguintes propriedades:

DTu+v)=Tw)+ TWw),Vu,v eV;

i) T(Av) =AT(v),A€RevEV.

Observacio 10: V é chamado de Dominio da Transformacgao, D(T), e W
chamada de contradominio da Transformacao, CD(T).

3.1.1. Operador Linear - OL

Definicdo: [Operador Linear] Seja V um espaco vetorial, considere
a aplicacdo T:V — V, ou seja, uma Transformacao Linear onde tanto o
Dominio como o Contradominio sdo iguais. Neste caso, T é um operador
linear se cumprir as seguintes propriedades:

DTu+v)=Tw)+ TWw),Vu,v eV;

i) T(Av) =AT(wv),A€RevEV.
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3.2. Nicleo e Imagem de uma TL

Definicao: [Nucleo e Imagem de uma Transformacéo Linear] Dada
uma transformacao linear T:V - W, temos associados a cada um dos
Espacos Vetoriais, V e W, respectivamente, os subespacos vetoriais,
Nucleo (N(T)) e Imagem (Im(T)), definidos como a seguir:

N(T) ={veV;T(v) =0} (17)
Im(T) ={weW;T(v) =wVv e D(T)} (18)

Observacido 11: As defini¢cOes acima, dadas pelas equagoes (17) e (18),
sao facilmente demonstradas que sdo subespacos vetoriais e resultam em
dois sistemas, homogéneo e outro genérico, respectivamente.

Exemplo 17: Considere a transformacao linear dada por T (x,y,z) =
(2x —y +2,3x + y — 2z). Determine o nucleo e imagem.

Pela definicdo de Nucleo temos o seguinte sistema homogéneo:

2x—y+z =0
3x+y—2z=0

Reescrevendo o sistema acima:
5 1 ol
Escalonando o sistema:
R I Pt KA R I

Assim, o sistema ¢é classificado como Possivel e Indeterminado, com
z = 5x e y = 7x. Portanto, o Nucleo é dado por:

N(T) = [(1,7,5)]
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Ja para determinar a Imagem da Transformacao temos que resolver
o sistema genérico:
2x—y+z =a
{Bx +y—2z=5b

Reescrevendo o sistema:
5 71 Ll )
3 1 =21 b
Escalonando o sistema:
[2 -1 1| al L1+ L, _)[5 0 —1| a+ b
3 1 =21 blL, + 2Ly 7 -1 0l b+ 2a
Onde o conjunto Imagem é definido por:
Im(T)={2x—y+z3x+y—22);x,y,z € R}

Ou seja: G(Im(T)) =[(2,3),(-1,1),(1,—2)]. Porém, este conjunto
nao é linearmente independente e, por isso, devemos descartar um dos
vetores e construir a base, por exemplo:

G(Im(T)) = [(-1,1),(1,-2)]

Com a execucao do exemplo 17, pode-se perceber que existe uma
condicdo para as dimensdes dos espacos vetoriais: Dom(T), CD(T) e Im(T)
e a seguir um resultado muito importante a este respeito, o qual é chamado
de Teorema da Dimensao.

Teorema: [Teorema da Dimensao] seja T:V — W uma TL e sendo V
um EVN de dimensao finita. Entao vale:

dim(V) = dim(N(T)) + dim(Im(T))  (19)

Observacao 12: A equacgao (19) pode auxiliar em muitos exercicios
onde é solicitado a dimensao.
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3.2.1. Exercicios de Fixacdo

As transformacoes lineares tém subespacos vetoriais muito importantes,
entre eles, o Niicleo da Transformacdo N(T) e a Imagem da Transformagdo
Im(T). Vamos praticar!

1. Determine para cada uma das Transformacgoes os seguintes quesitos:
I - Identificar os espacos envolvidos na Transformagao

IT - Verificar se a Transformacao é Linear

III - O nucleo da Transformacao

IV - A imagem da Transformacao

V - Verificar a validade do Teorema da Dimensao

a) T(x,y) =(x+y2x—y,x)

b) T(x,y,2) = 2x —y +2z,3x + 2y — z)

c) Tx,y,zw)=Q2x—y+z—w,3x+y—2z—2w)

d) T(x) = (x,2x)
3.3. Matrizde uma TL

Um dos atributos mais fascinantes da Algebra Linear é esse feito de interpretar
por meio de uma matriz, uma Transformacdo Linear. Assim, podemos fazer
aplica¢cdo na Engenharia, principalmente mais adiante, quando tratarmos
dos Operadores Lineares, que retratardo algumas operagbes como rotacgdo,
cisalhamento, reflexdo, que simulam movimentos roboticos.

Definicao: [Matriz de uma TL] Sejam T:V - W uma TL, Ae B
bases de VV e W, respectivamente, e as dimensoes: dimV = n e dimW = m.
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Entdo podemos associar a matriz[T]4 de ordem m x n, da seguinte maneira:

[an aln]
An1  ° Amn

onde cada coluna corresponde a:
a1 A1n
Twp=| * ;T =]
Am1 Amn
com A = {vq,...,v,} € B ={wy, ..., Wy}

Para especificar um caso particular de uma matriz de uma determinada
TL, sem perda de generalidade, considere T: V — W. Admita que adim(V) = 2
edim(W) = 3.

Demonstracio:

Sabemos da secado 1.6, que podemos escrever um vetor na base e
indicar as suas componentes.

Seja A = {vq,v,} uma base de V e B = {w;,w,, w3} uma base de W.
Desta maneira, um vetor v € V pode ser escrito na base Aew € W pode
ser escrito na base B, como, respectivamente:

VvV =aVq + a; vy (20)

w = bywq + byw, + byws (21)
Porém, aplicando a transformacao T em v, da linearidade, obtemos:
T(v) = a1T(v1) + a;T(vy)
Como T'(v4) e T (v,) sdo pertencentes a W, podem se escrever na base B.
T(W) = a1(cywy + cawy + c3w3) + ax(dywy + dawy + d3ws)
Ou ainda:

w=T(W) = (aic1 + ad)w; + (a;¢; + ady)w, + (agc3 + axdz)ws  (22)
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Comparando as equacgoes (17) e (18), temos:

bz = a1C2 + azdz

b]_ = alcl + azdl
b3 = a1C3 + a2d3

Matricialmente:
by ¢ dq a;
b2 =\|C d2 [az]
bs c3 d3

Na escrita, conforme secao 1.6:

[TW]g = [Tl5lvla (23)

Note que:
(o8] dl
T(vi)p = [Cz (24) e T(v)p = |d2|  (25)
C3 d3

Observacio 13: E importante sempre a ordem da matriz que sera

dim(W) x dim(V) e apds a montagem genérica da matriz, as colunas
sempre serdo T (v;) 5, ordenadamente.

3.3.1. Matriz Canonica de uma TL

A determinagao da Matriz canonica de uma Transformacgao Linear,

vale para os Operadores Lineares.

Para efeito, considere T: R? — R3dada por T(x,y) = (4x — y, 2x, 5y).

Considerando as bases canénicas 4 = {vy,v,} = {(1,0),(0,1)} c R? e
B = {wy,w,, w3} = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} € R3. Assim, sabe-se da sec¢io
3.3 que a matriz de T neste caso tem ordem 3 X 2.
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Montando a matriz genérica e levando-se em consideragao que as
colunas serao T (v;)p:
@ @
[T] = [,31 ,32]
Vi Y2

onde

T(vi)p = aywy + Byw, + 1wz (26)

e
T(v2)p = aawy + fowy +vows  (27)
Substituindo os vetores e a imagem solicitada T(1,0) na equagao (26)
(4,2,0) = @1(1,0,0) + 51(0,1,0) + ¥1(0,0,1)

Obtém-se o sistema:

0.’1=4
.31:2
y1=0

Substituindo os vetores e a imagem solicitada T(0,1) na equagdo (27)

(-=1,0,5) = @,(1,0,0) + $,(0,0,1) +¥,(0,0,1)

Obtém-se o sistema:

a2=_1
p, =0
Y2 =05

Logo a matriz candnica de T é:

[T] 2 0

0 5

I
[—
N
I
—_
e——
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Observacao 14:

1) A matriz canonica € indicada por [T], sem mencionar as bases que
estdo sendo utilizadas, ja que sao as bases canonicas.

2) A primeira coluna da matriz canénica é exatamente os coeficientes
da variavel x; a segunda coluna da matriz canénica é exatamente os
coeficientes da variavel Y; e quantas forem as varidaveis que sao envolvidas
na Lei da TL serdo representadas as colunas.

3.3.2. Matriz de um OL

A matriz que ird representar um Operador Linear sera de ordem quadrada,
por se tratar de uma aplicacdo que envolve o mesmo Espaco Vetorial.
Mas mesmo diante disso, podemos ter bases diferentes para o mesmo
espacgo e, assim, ter a matriz mudanca de base.

3.3.2.1. Mudanca de Base

Definicao: [Matriz Mudanca de Base de um OL] Sejam T:V - W um

OL, com dim V=2 (Por hipdtese) e A = {v{,v,} e B = {w;,w,} bases de V.

Nessas condicdes, [T]3.

Por um lado, temos que por ser base que:
(,y) =avi+Bvy, (28) e w=T(xy)=yw+nw, (29)

Porém, da linearidade de T aplicada na equagao (28):

T(x,y) = aT(v1) + BT (v2) (30)
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Onde T(v1) e T(v,) pertencem ao contradominio e se escrevem
na base B:

T(v)) =yiwi +mwz (B1) e T(vy) =ywy +mw, (32)
Substituindo (31) e (32) em (29), tem-se:
T(x,y) = a(yiwy + niwy) + B(y2w1 + n2ws3)
ou ainda:
T(x,y) = (ay; + Byz)wy + (any + Bn)w; (33)

Comparando (26) e (22), chega-se a conclusao de que:

{V = ay; + By,
n=an, +pBn;

ou matricialmente:

ol =l el g

Utilizando a notacdo de um vetor escrito em uma determinada base,
tem-se:

[T = [[TvDIs  [T(v2)]p][V14 (34)

Observacao 15:

*) Em algumas literaturas, quando temos um operador, sua matriz

mudanca de base é denotada por [I]5.

**) Vale a seguinte igualdade: ([/ ]g‘)_l =15

Exemplo 18: Determine a matriz mudanca de base da transformacao
T(x,y,z) =(4x—y+z,x—y+ 3z),dabase A (Base canénilca de R3) para
B (Base cadnica de R?).
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Resolucio: A matriz [T]4 terd ordem de 2 X 3, descrita por:

[a11 aip a13]

a1 dpzz Qaps (35)

Sendo A = {vy,v;,v3} = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} € B = {wy,w,} = {(1,0), (0,1)},
verifica-se pela observagao anterior que as colunas da matriz (34) sao T (v;) p.

T(v1) =T(1,0,0) = (4,2) = 4wy + 2wy, = [T(v))]p = [g]
T(VZ) = T(O,l,O) = (_1; _1) = _1W1 - 1W2 - [T(VZ)]B = [:1]
T(v) = T(0,0,1) = (13) = 1wy + 3w, = [T(v3)] = [

-1 1].

Portanto: [T]5 = [g 1 3

Com a equacgao (34), através do conhecimento da matriz mudanca de
base, podemos fazer a escrita de um vetor na outra base, ou seja, passar
de uma base para outra.

3.3.2.1.1. Exercicios de Fixacdo

Vamos ver se vocé entendeu bem a ideia de representar matricialmente uma
Transformacdo Linear. Ela facilita muito a representacdo e consegue a partir de
operacdes matriciais identificar imagens de um vetor por uma Transformacdo
Linear. Observe também que um determinado espago admite mais de uma base,
entdo para cada base associada se admitird uma nova Matriz.

1. Sendo a Transformacdo Linear dada por T(x,y) = (x,y,x — y), em
cada caso, determine:

a) A matriz [T]4, onde A é a base candnica de R? e B é a matriz
canodnica de R3.

b) A matriz [T]f), onde ¢ = {(2,1),(3,-1)}e D ={(1,-1,2),(3,1,—1),(1,0,4)}

¢) A matriz [T]%, onde E = {(1,-1),(2,0)} e F = {(3,4,—1),(2,1,0), (5,1,2)}
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2. Seja o Operador linear dado por T(x,y) = (5x —y,3x — 2y), em cada
caso, determine:

a) [T]

b) [T]4, onde A = {(1,3),(2,—-D}e B = {(2,5),(-1,2)}
) [T1E, onde A = {(1,3),(2,—1)}e B = {(2,5), (=1,2)}
d) [T]4, onde 4 = {(1,3),(2,—1)}

e) [T]8, onde B = {(2,5),(—1,2)}

3.3.3. Tipos Especiais de Operadores Lineares

Nesta secdo, alguns tipos de operadores importantes do R?, chamados
de Operadores Lineares Planos e do R3, chamados de Operadores Lineares
Espaciais, que serdao destacados.

3.3.3.1. Operadores Lineares Planos

No quadro 1, tém-se virios exemplos dos operadores lineares do R?,
chamados de Operadores Lineares Planos.
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Quadro 1. Principais Operadores Lineares Planos

Operadores Lineares Planos

A
Reflexao em 0 ? 9
torno do eixo Tx,y)=@-y)| [T]= [ _1] ET
dos x - : -
Y(x. -y)
A
Reflexdo em 10 "";2 I N t?
torno do eixo T(x,y)=(—xy)| [T] = [ 0 1]
dos Y -
0] X
T(x,y) =
(ax, ay) A
Casos:
Dilatagao ou 0 T
a > 1: Dilata [T] = ]
Contracao a v
0 < a < 1: Contrai s -
a < 0:Muda o
sentido
'
Projecado o
Ortogonal T(x,y) = (x,0) | [T]= 0] :
sobre o 0 :
eixo X = —l x
T(x,y) = o
Cisalhamento [T] = 1]
(x,+ayy)

Fonte: Steimbruch, 1987
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Outro Operador Linear Plano muito importante é o Operador de
Rotagao, que serd detalhado a seguir:

3.3.3.1.1. Operador Linear Rotacdo 2D

A partir da locacgdo e situacdo dos vetores envolvidos, de acordo
com a Figura 4, podemos identificar o vetor u de acordo com o angulo 6,
supondo que u seja unitario.

Note que |u| é a hipotenusa do tridngulo e as projecoes nos eixos
coordenadossaoxe ).

Figura 4. Locacao e Situagdo do vetor 1. e de seu vetor rotacionado a um angulo

Fonte: App GeoGebra Grafica

O vetor u com coordenadas em funcao do angulo 6 e de seu
comprimento por:

u = (cos8,senf) (36)

Note também que T, u é o vetor apds a rotacdo de um angulo ¢ no
sentido anti-horario. Assim a nova posicao do vetor, depois de rotacionado,
fica em termos do angulo 6 + ¢ e de seu comprimento, que é unitario.
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Assim, as novas coordenadas do vetor sao dadas por:
Tpu = (cos(8 + @),sen(6 + @))
e utilizando a férmula do cosseno e seno do arco duplo, obtém-se:

Ty u = (cosBcos@ — senBsen, senBcos@ + sencosd) (37)
ou organizando:

Ty u = (cosBcos@ — senBsenq, sencosd + senbcosy) (38)

Expressando a equacao (14) matricialmente:

Tou = [COS(P —sen(p] [cos@]

sen@  cos¢ |lseng

Portanto, a matriz rotacao (rotacdo de um angulo 6) é

cosp —seng
[Semp COS(p]

Para se adaptar a Literatura, e sem perda de generalidade, temos a
transformacao linear de rotacao (rotacao de um angulo 8) dada por:

=[5 251

Ou ainda,

To(x,y) = (xcosO — ysenf, xsenf + ycos6)

3.3.3.2 Operadores Lineares Espaciais

No quadro 2, alguns operadores lineares do R3, conhecidos por
Operadores Lineares Espaciais.
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Quadro 2. Principais Operadores Lineares Espaciais

Operadores Lineares Espaciais

x.y2)

'
Reflexdoem |T(x,y,z) = 1 0 O . R
relacio ao [T]=]0 1 0 % .
plano xOy (x, y,—Z) 0O 0 -1 AU -T’
|
*(x,y.-z)
T(x,vy,2z)=
Rotagdo ao (x,y,2) [T]
redor do (xcos@—ysenb, [COSQ —senf 0]
eixo z de = |senf cosf O
xsenf + ycos0, z
um angulo 6 Y ) 0 0 1

Fonte: Steimbruch, 1987

Observacao 16: Na rotacdo 3D, o eixo das cotas € identificado como
um nivel, onde o ponto final do vetor sera identificado, assim nas duas
primeiras coordenadas ocorre a real rotacao. Ademais, pode-se obter
rotacoes ao redor dos eixos das abscissas e eixo das ordenadas também.

Exemplo 19: Determine as coordenadas do vetor u = (2,—1) apds
sofrer uma rotacao de 90° no sentido horario.

Resolucao: Para determinar as novas coordenadas do ponto, temos
que determinar a matriz de rotagdo de —90° (sentido horario).
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Aqui ird se fazer uma lembranca a respeito das fungoes pares e impares,
no caso, a funcao seno é uma fungao impar, ou seja, sen(—x) = —sen(x).
Jano caso da func¢do cosseno, é uma fungao par, ou seja, cos(—x) = cos(x).
Desta forma, ficard mais f4cil calcular a matriz de rotacao.

cos(—m) —sen(—n)]
sen(—m) cos(—m)

7] =|

Levando-se em consideragdo as funcoes pares e impares, tem-se:

() ()
[Tl = [_C;);n?n) f;ig(:rt)
Assim:
=0 O]
Dai:
[T_.(2,-1)] = [_01 _01] [_21] - [_12]
Graficamente:

Figura 5. Locacgdo e situacao do vetor e seu vetor rotacao

Fonte: App GeoGebra Grafica
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Exemplo 20: Encontre o vetor (1, 1, 1) apds uma rotagado de 3 em torno
do eixo das ordenadas.

Resolucao: Neste caso, a matriz de rotacdo nao ira sofrer a influéncia
em torno dos coeficientes de ¥, logo no eixo Y ficara as coordenadas do
vetor canOnico j. Ja nas direcOes de x e de z, tera a influéncia do giro do
angulo de 6. Assim, a matriz em questao sera representada por:

0 1 0

lcos@ 0 senB]
—senfl 0 cosf

o . T
Substituindo o angulo de 3 tem-se:

1 3
1,8
2 2
0 1 0
V3 1
- 0 =
2 2

Fazendo o calculo do novo vetor rotacionado, que pode ser observado
na Figura 6:

1 V3 1++3
2 TH 2
o 1 oll1l= 1
V3 1 |l1 —/3+1
-5 0 3 2

Localizando os vetores no espaco 3D, conforme Figura 6, pode-se
claramente observar que o Angulo entre os vetores v = (1,1,1) e

1+\/§1—\/§+1
2 72

> é de 48.19°, mas o angulo de 60° é observado em

T(v) = (

relacdo ao angulo central.
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Figura 6. Rotacao 3D em torno do eixo das ordenadas. Eixos - XYZ:RGB

Fonte: App GeoGebra Gréfica

3.3.3.3. Exercicios de Fixacdo

Os Operadores Lineares Planos e Espaciais sdo muito importantes e sdo
utilizados na Engenharia com muita frequéncia, em plantas baixas, em
Processamento Digital de Imagens, na Medicina para identificar células
cancerigenas, em lancamento de trajetorias de Foguetes e Sondas Espaciais
e muitos outros segmentos. Que tal entender um pouco mais a respeito de
tais operadores?
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1. Determine a imagem do vetor v = (4,—1) apds uma rotacao

. V' . n .
anti-horaria de 3 radianos. Plote ambos vetores no Plano 2D.

2. Determine a imagem do vetor v = (3,2,5) apds uma rotacao horaria
de /2 radianos. Plote ambos vetores no Plano 3D.

3.3.4 Operadores Ortogonais

Seja T:V — V um operador linear. Dizemos que T é ortogonal se
preserva o modulo de cada vetor pela aplicacdo, isto é, [T (v)| = |v|,Vv € V.

Exemplo 21: O operador de rotagdo T(x,y) = (xcos8 — ysend, xsen + ycos6)
é ortogonal em relacdo ao produto interno usual.

Resolucio: |T(x,y)| = |(xcosf — ysenB, xsenf + ycos6)|

= \/(xcos8 — ysend)? + (xsenf + ycosH)?
= \/x2 cos2 0 + y2sen20 — 2xysenfcos + x2sen?6 + y2 cos? 6 + 2xysenfcosb
= /x2(cos? 0 + sen?0) + y2(cos? 6 + sen?0) = /x2 + y2 = |(x,y)|

3.3.5 Operador Simétrico ou Autoadjunto

Definicido: [Operador Simétrico] um operador é simétrico quando a
matriz que o representa numa base ortonormal é simétrica, isto é, [T]* = [T].

Propriedade: Seja T:V — V um operador linear. Dizemos que T é
simétrico se vale:

Tw)-v=u-TWw),Vu,vev
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Demonstracao:

Utilizando a linguagem matricial do operador, temos:

[T(w) - v] = [T@)]*v] = [[T][u]] ] = [w][T) V] = [w]‘[T][v]
= [ul'[TW)] = [u- T(V)]

Observacio 17: Uma consequéncia de Operador Ortogonal representado
numa base ortonormal é que sua matriz seja ortogonal, isto é,[T]™! = [T]%

3.3.6. Operador Invertivel

Definicao: [Operador Invertivel] sendo T um operador linear, sabemos
que a matriz que o representa é quadrada. Logo se sua matriz for invertivel,
entdo dizemos que o Operador é invertivel.

Definicao: [Propriedades de Operador] seja T um operador. Entao valem
as seguintes propriedades:

1) Se T é invertivel, sendo T™! o operador inverso: ToT ™! = .
(I é o Operador Identidade)

2) T é invertivel, entdo N(T) = 0.
3) Se T é invertivel, entdo T leva base em base.

4) Se T é invertivel e B é uma base de T, vale: [T 1] T~

3.4. Determinacdo de uma TL

A seguir alguns casos em que podemos saber a Lei da Transformacao:
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Quadro 3. Situacoes de determinagao da Lei da Transformacao

Diante das propriedades de uma Transformacao Linear e da ciéncia de
imagens de elementos especificos, como por exemplo, dos vetores que
compOem o Espago Vetorial de saida da TL, fica bem rapido e simples
achar a Lei da TL.

Caso 1l

Se for dado a Matriz Mudanca de base, sabendo-se os vetores
Caso 2 | que compdem cada uma das respectivas bases, do Dominio e do
Contra-Dominio da TL.

Em caso de Operadores Lineares, através do cédlculo da Matriz

Caso 3 Inversa, pode-se determinar a Lei do Operador Invertivel.

Mais adiante (Capitulo 4) Sabendo a imagem de autovetores
Caso 4 |(que formam uma base para o Dominio) e usando a linearidade
da Transformacao.

Fonte: Steimbruch, 1987

Exemplo 22: Sendo T:R* — R? linear e sabendo que T(1,—1) =
(32,-1)eT(0,1) = (2,—1,1), determine aleide T.

(Caso 1)

Resolucao: Neste caso, tem-se que verificar se os vetores v; = (1,—1)
e v, = (0,1) é uma base de R®. Assim, uma maneira mais simples, uma vez
que se sabe que a dimens3o de R? é igual a 2, e temos apenas 2 vetores no
conjunto, basta verificar se o determinante formado por suas coordenadas é
diferente de zero.

Com a condicao de base do conjunto 4 = {v4,v,}, podemos verificar
a condicdo de gerador do espaco, dado por:

(x,y) = avy + Bv, (39)
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O qual gera o sistema:

{a=x (40)
—a+f=y

O sistema é possivel e determinado, com solucdo:a =xeff =x+y
Usando a linearidade de T na equacao (34) e substituindo os escalares:
T(x,y) =xT(1,-1)+ (x +y)T(0,1)

Donde resulta:

T(x,y)=x32,-1D)+x+y)2,-1,1)=05x+2y,x—y,y)

Observacao 17: Como uma verificacdo, mostre que a Lei vale para os
vetores V1 e V2 dados no Exemplo 22. E assim, pode-se constatar a imagem
de qualquer vetor!

2 1 1
-1 -1 0
base de A= {Vl; Vy, V3} = {(1J _2I1)I (1I _1J1)J (1,1,0)} para B = {W]J WZ}

={(2,1),(1,3)}. Determine a Lei de T.

Exemplo 23: Sabendo que [T]4 = [ ] é a matriz mudancga de

(Caso 2)

Resolucao: Primeiramente, deve-se destacar que a ordem da matriz
[T]4 é 2 x 3, 0 que significa que a transformacéo é T: R® —» R?. Segundo,
de acordo com as equagoes (19) e (20) da secdo 3.3, temos:

T(vi)p=2w;+(Dw, =22,D+ (-D(A13)=GE,-1)
Tvy))g=1w; +1w, =1(2,1) + (—1)(1,3) = (1,-2)

T(Vg)B =1 wy + 0 Wy = 1 (2,1) +0 (1,3) = (2,1)
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Usando o fato de A ser base do R?, pode-se escrever:

(x,¥,z) = avy + Bv, + yv3 (41)

Descrevendo o sistema:

a+pf+y=x
—2a-B+y=y
a+f =z

Ou matricialmente

1 1 1x Ll_Lg 0 O 1 X—zZ | :.:
-2 -1 1yL2+2L1—>[0 1 3|y+2x|L,—3L, -
| 1 1 OZ ..... 1 1 0 Z .....
00 1| x-—z L 00 1] x—z
0 1 0ly—x+3z| i —>[O 1 0| y—x+3z
1 1 0 z L;y—L, l1 0 ol-y+x—2z

Logo, substituindo os coeficientessao: a = x —y —2z; f =y — x + 3z;
Y = X — Z na equacao (36) e a linearidade de T:

T(x,y,z) =(x—-y—22)T(1,-21)+(y—x+32)T(,-1,1) + (x —2)T(1,1,0)
Assim:

Tx,y,z2) =(x—y—22)3,-1D)+(y—x+32)(1,-2)+ (x—2)(2,1) =
Bx—3y—6z+y—x+3z+2x—2z,—x+y+2z—2y+2x—6z+x—2) =
T(x,y,z) = (4x — 2y — 5z,2x — y — 52).

Observacao 18: Analogamente a observagao anterior, pode-se testar se as

imagens de V1, V2 e V3 estdo coincidindo com suas respectivas imagens dadas
no enunciado do problema.
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Exemplo 24: Seja T um operador invertivel do R? definido por
T(1,1) = (3,-2) e T(0,1) = (5,0). Nessas condicdes, a lei de T~ ! é?

(Caso 3)

Resolucao: De acordo com as hipdteses, os conjuntos 4 = {(1,1), (0,1)}
e B ={(3,-2),(5,0)} sdo bases de R?. Logo o operador inverso esta bem
definido.

Entdo pela propriedade 02, temos:
T7'(3,-2)=(1,1)eT 1(50) = (0,1)

Como B é base, podemos gerar qualquer vetor do R?, tendo:

(x,y) = a(3,-2) + B(5,0) (42)
Resultando no sistema: {SQ_;;Q;X , com resposta a = —% e

_X_3(_Ty)_2x+3y.
= 5 10

Aplicando T~ na equacio (24) e usando a linearidade de T~ !:

T1(x,y) = —2T-1(3,-2) + <2x il 3y> T-1(5,0) =

2 10
-y 2x + 3y [~y =y 2x+3y\

-y 2x—2y\ (—y x—y)
2’ 10 ) \2’ 5 )
Observacao 19: Novamente usando o Teste com os vetores sob os quais

a Transformacao Inversa esta agindo, pode-se verificar suas respectivas
imagens utilizando a Lei de T 1.
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O exemplo a seguir mostra que se tiver a matriz mudanca de base
e apenas uma das bases, pode-se encontrar a outra base. Este resolvido
através do operador inverso.

Exemplo 25: Sabendo que [[]4 = [_41 —Lil] e B =1{(3,5),(1,2)}.

Nessas condigdes, determine A.

Resolucio: Como o exercicio pede a determinacdo da base A, se for feito
a transcricao dos elementos das colunas de acordo com a se¢do 3.3, teremos
T(v1)peT(vz)p,sendo A = {v,v,},onde v; = (x1,¥1) e V2 = (x2,¥2),0qual
teriamos mais trabalho para identificar os vetores da base A.

-1
Observacio 15**: temos que ([/15) ~ = [I15.
Calculando a inversa de [I]5 pelo método da Adjunta:

det ([_1 —11]) =11-16 = =5 # 0. Logo, o Operador é Invertivel.

4
11 4
. 1-11 -4_|5 5
B _ A - =
= Gy s e
5 5
Portanto, identificando B = {w;, w,}:
11 4
(B5) =w; =T(w)y = TVitove
4 1
(1,2) =wp, =T(wy)s = sVitcVz

Reorganizando cada um dos sistemas envolvendo as mesmas variaveis:

Sx +ix, =3 (43)
Sxi =1 (44)

Resolvendo o sistema:

(43) -4 - (44): —x; = —1. Assim, x; = 1.
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15-11
=1

Substituindo o valor de x; em (43): x, = —

De maneira analoga, tem-se o segundo sistema:

11 4
-§h+§h=5 (45)

4 1
)1 +§)’2 =2 (46)

Resolvendo o sistema:

(45) - 4 * (46): —y; = —3. Assim, y; = 3.
25-33 -8

— =2
4 4 :

E finalmente tem-se a base 4 = {(1,3), (1, —-2)}.

Substituindo o valor de Y1 em (26): ¥2 =

3.5. Operacdes entre TL's

Sejam Ty:V - W e T,: W — U transformacgoes lineares e 1 € R, sdo
validas as seguintes operacdes:

Quadro 4. Operacdes entre Transformacdes Lineares

Adicdo Ty +T, |(T1 + )W) = T1(v) + W) | [T14T:15 = [T1ls + [T2]5

Subtracio Ty =T, |(T1 —T)W) =Ti(v) = T,(v) |[Ty+T215 = [T1lg — [T2]5

Multiplicacdo aT, (aT) () = aT(v) [aTl]g = a[Tl]g
por escalar

[T, © Tl]él = [Tz]g[Tl]é

A,B,C bases de V,W,U
respectivamente

Composicao TyoTy (Tz ° T1)(V) =T (T1 (V))

Fonte: Steimbruch, 1987
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Figura 7. Representacdo através de Diagramas de Venn da Composicao

v w U

Fonte: Steimbruch, 1987

A fim de exemplificar as operacdes entre Transformacdes Lineares, em
particular Operadores Lineares, serd trabalhado com os Operadores Planos.

Exemplo 26: No plano, uma contracao de 717 seguida de uma rotagao

anti-horaria de 45°. Encontre tal aplicagdo que representa essa transformacao
no plano.

Resolucao: Primeiramente, deve-se identificar as matrizes que
representam tais transformacoes, conforme Quadro 1.

« A matriz de contracio:

! 0
D_\/E

V2 T 1

0_

V2

Segundo, compor as transformagdes, vide Quadro 4.
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« A matriz de rotacdo no sentido anti-horario com angulo de 45° sera:

_ [cos(45°) —sen(45°)
47 [sen(45°) cos(45°)]

V2. V2
Rys =| 2
V2. 2
2 2

- Segundo, fazer a composi¢cdo de Operadores:

YR RS R
7 2|2 2 2
T| =R °C = . =
2 2 vl 12 2
XxX—y x+
« Por fim, escrever a lei do operador linear: T (x,y) = ( 5 y, > y).

3.5.1. Exercicios de Fixacdo

As transformacoes e operadores lineares, como aplicacoes, podem ser
descobertas a partir do conhecimento das imagens atuando sobre a base do
Dominio da Transformac¢do D(T). Assim, vocé pode achar a Lei da Aplicacdo
e, com isso, determinar a imagem de qualquer vetor que se queira.

1. Descubra a Lei da Transformacao/Operador e faca o que se pede,
em cada caso:

a) Sabendo que T(1,—-1) = (4,3,2) e T(0,2) =(3,1,—2). Nessas
condicoes, T(5,3) é?

b) Sabendo que T é invertivel e que T(4,1) = (9,2) e T(—1,3) = (8,5).
Nessas condicdes T~1(1,4) é?

c) Tendo a Matriz Mudanca de base, de A = {(1,—1,2),(3,1,4), (2, —1,5)}
para B = {(1,—1),(2,3)}, igual a [i _41 g] Nessas condicdes, determine a
imagem de v = (4,6,7).
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CAPITULO 4

DIAGONALIZACAO DE OPERADORES



Essa ferramenta de diagonalizar operadores é bem interessante e pode-se aplicar
esse estudo para entender matricialmente uma conica. Dentre os operadores, alguns
irdo se destacar por ter maneiras mais rdpidas de ser diagonalizado, levando-se em
consideracdo alguns tipos de matrizes.

4.1. Autovalor e Autovetor

Com todas as caracteristicas de um Operador Linear, vistas no capitulo
anterior, é bem comum se perguntar sobre algumas propriedades que alguns
vetores tém de depender somente deles mesmos. Ou seja, a imagem de um
autovetor serd um multiplo dele mesmo, como mostrado na Figura 8.
A seguir, a definicao de um autovetor associado a um autovalor.

Figura 8. Visualizacdo de um autovetor

{|

Tiv)

Fonte: Steimbruch, 1987

Definicao: [Autovalor e Autovetor] Dado um operador linear, dizemos
que v € D(T) com v # 0 é um autovetor se T(v) = Av,onde A € R,e 1 éo
autovalor associado ao autovetor v.

Observacao 20: Pela nomenclatura de auto, ja d4 a ideia de que sé
depende do proprio vetor. Em algumas literaturas, chama-se v um vetor
proprio de T e A um valor préprio associado a v.
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4.2. Determinacdo dos Autovalores e Autovetores

Dado um operador linear sobre o corpo dos Reais R, sera que se pode
determinar todos os autovetores que ele possui? E a resposta é sim. Veja a
seguir esse algoritmo para a determinacao de todos os autovetores existentes
de um Operador Linear.

Decorre da definicdo de autovetor e autovalor que vale:
T(v)=AvouaindaT(v) —Av =0 (47)

Associando as matrizes na equacao (42):

[T1[v] — All][v] =0
[T — AIl[v] =0 (48) Determinacio dos autovetores

Como v # 0, e o sistema homogéneo em (43) deve ser SPI (Sistema
Possivel e Indeterminado - admitindo infinitas solucoes), entao

det(T —AI) =0 (49) Determinacio dos autovalores

A equacdo (44) também é conhecida como Equacao caracteristica do
Operador e resulta num polinémio caracteristico.

Para cada um dos autovalores encontrados da solucao de (49), sera
substituido na equacao (48) para a determinacao dos autovetores associados.

Exemplo 27: Sendo o operador do R* dado por T(x,y) = (x + 3y, —x + 5).
Encontre todos os autovalores e autovetores associados.

Resolucdo: Primeiramente, tem-se que determinar a matriz canonica
do operador:

7] = —11 g]

O préximo passo é descrever, conforme a equacao (49), det(T — AI) = 0.
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1-4

T-a=|"",

: fl] (50)

det(T—AD =1 —-DG-A)+3=0

Resultando no polinémio caracteristico: > —61+8 =0
Tendo os autovalores 1; =2 e 4, = 4.

Agora para cada um autovalor, tem-se os autovetores associados. Para
isto, usa-se a equacao (48):

«Paral; =2
1—_12 5 E 2] [;ﬂ - [g]
Resultando no sistema 2 X 2:

—X1 +3Y1 =0
_xl +3yl = 0

Em geral, o sistema resultante para o calculo de autovetores associados
recai num sistema no qual as linhas se repetem, exatamente o que acontece
com o sistema acima.

Para a resolucao do sistema, basta resolver uma linha do sistema e
chega-se no resultado x; = 3y;. Logo, o vetor v; = (x1,Y1), uma vez que
x1 = 3y1, se torna v; = (3y4, 1), ou seja, vi = [(3,1)].

Uma nota importante é que todos os multiplos do vetor (3,1) geram
uma classe de vetores que é autovetor de T.

«Para i, =4

77



[1—_14 5 ? 4] [;2] - [8]
Resultando no sistema 2 X 2:

—3x2 + 3y2 = 0
_xZ +y2 = 0

Novamente, como mencionado acima, o sistema se resume em
apenas uma linha, visto que uma linha é multipla da outra. Temos a
resposta do sistema, x, = y,. Assim o autovetor v, = (x;,,y,), sendo
X2 = Y2. Logo v, = (x3,x3), ou seja, v, = [(1,1)].

4.3. Propriedades dos Autovalores e Autovetores

Seja vum autovetor de T:V — V. Entdo, as seguintes propriedades sdo
validas:

i) Se v é autovetor associado a 1, entdo av também é autovetor associado
ao mesmo A.

ii) Se v é um autovetor associado a 4, entdo S;, que é o conjunto de
todos os autovetores associados a 4, € um espaco vetorial de V.

iii) Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracteristico,
portanto os mesmos autovalores.

Observacao: Matrizes semelhantes sdo aquelas que podem ser
conjugadas pela matriz mudanca de base. Por exemplo: Se A e B sdo
semelhantes entdo [T], = M~ [T]zM.
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4.3.1. Exercicios de Fixacao

Melhor do que ficar testando os vetores para saber quais sdo os autovetores ¢
aplicar o algoritmo para determinar todos os autovetores associados a autovalores,
conhecido como Polinémio Caracteristico. Entdo, vamos praticar!

1. Determine todos os autovetores dos Operadores Lineares abaixo:
a) T(x,y,z) = (5x =3y + 2z,4x —y + 2,2y — 42)
b) T(x,y) = (2x = 3y,5x = y)

¢)T(x,y) = (4x —y,3x —7y)

2. Sabendo que o operador linear tem o autovetor (1,3) associado ao
autovalor 5 e o autovetor (-1,2) associado ao autovalor 3. Nessas condicoes,
determine:

a) T(x,y)

b) o vetor cuja imagem ¢ (1,8)
4.4. Diagonalizacdo de Operadores

Ao se calcular todos os autovetores de um operador linear, consegue-se,
entre outras palavras, uma base formada por autovetores, com a propriedade
Unica de diagonalizar o Operador em termos de seus autovalores associados.

Teorema: Seja T:V — V um operador linear, com dimV =n. Se T
possui n autovalores distintos, o conjunto de autovetores associados
respectivamente, {vy,V,, ..., V;,}, formardo uma um conjunto linearmente
independente, consequentemente uma base para V.
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Demonstracao:

A demonstragao se dara em um caso particular, mas que pode ser
facilmente estendido. Suponha que existam 2 autovalores distintos, a saber,
A1 e Ay associados aos autovetores v; e v,, respectivamente. Isto significa que:
T(v;) = Av;,i =1,2.

Para mostrar que {vq,v,} é L.1., faca a combinagao
2
a; v, = 0 (51)
i=1
e devera ser mostrado que os escalares &;=0.

Mas usaremos a linearidade de T a fim de usar as hipdteses:

2

ZaiT(vi) =0

i=1
Ou ainda:

2

Z ai/livl- =0 (52)

i=1
Multiplicando (51) por A, e subtraindo-se de (52):
a;(4 = A)v, =0

Uma vez que v, € um autovetor, naturalmente é ndo nulo, ou a outra
possibilidade de 4; = 1, o que é um absurdo, logo resta que a; = 0.

Procedendo de maneira analoga, iremos ter a; = 0.

Definicao: [Diagonalizacao de Operadores] dizemos que T:V - V é
diagonalizdvel, se existem uma matriz invertivel P tal que P~ 1TP é diagonal.
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Definicao: [Determinacio da base que diagonaliza Operadores] Dado
um operador T:V — V que admite n autovalores distintos, associados a,
Vi, ..., Vp, €ntdo, a base P = {vy, ..., v, } diagonaliza o operador T. Uma vez
que pode-se escrever:

T(Vl) = /111/1 + 0V2 + -+ OVn

T(Vz) =v;+ /121/2 + -+ OVn

T(v,) =0vy +0vy + -+ 1V,

Ou matricialmente:

onde P é a matriz dos autovetores dada por:

P=[vi] .. [wll

onde cada [Vil é o vetor-coluna constituido das coordenadas dos
autovetores e vale:

D=PTP (53)

sendo

Exemplo 28: Diagonalize o operador dado por [T] = B g] e determine
a base no qual tal diagonalizacao se realize.
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Resolucao: Encontrando-se todos os autovalores:
1-1 0 1_
det[ 5 3_ /1] =0

Através do polinémio caracteristico:
A2—41+3=0
AM=1eA, =3

Encontrando-se os autovetores associados:

Para: 1, = 1:vy = [(—1,1)]

Para: A, = 3:v, = [(0,1)]

Assim, a base P = {(—1,1),(0,1)} e a diagonalizacao de T é dada por:
[1 0
0 3
Observacao 21: Observe que vale a operagao:
-1 o111 oy1(—1 o' -1 oyt O01[—-1 01 _
IR | Py Bl P | P P
-1 01—-1 01 _11 O
[ 3 3] [ 1 1] a [0 3
Definicao: [Diagonalizacao de Operadores Simétricos] Seja [T] a

matriz simétrica que representa o operador Simétrico T:V — V, entdo
valem as seguintes propriedades:

S1) A equacdo caracteristica de uma matriz simétrica s6 admite
raizes reais.

S2) Se T admite autovalores distintos, entdao os autovetores sao
ortogonais.
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S3) Se T cumpre S1 e S2 entdo T é diagonalizavel e vale: P'TP, onde P
é a matriz de autovetores.

Exemplo 29: Determine uma matriz P que diagonaliza o operador dado

pela matriz [T] = _111 5 —iZ] e calcule PITP.

Resolucao: Primeiro, determinam-se os autovalores:

11-1 -127_

—12 4-2 =0

det

Donde obtemos o polinémio (11 —1)(4 — A1) — 144 =0 ou ainda
A — 151 —100 = 0.

Assim os autovalores sao: 20 e -5.

Encontrando os autovalores associados:

« Para A, = 20, tem-se:
[11 —20 -12 ] x1] _ [o]
—-12 4 —201y1 0

Determinando o sistema:

_9x1 - 12y1 = O
—12x, — 16y, = 0

As quais se reduzem para a equacao 3x; + 4y; = 0, resultando no vetor

vy = (%'m) ou melhor gerado por v; = [(—4,3)].
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» Para 4, = -5, tem-se:
grbea | RN

Determinando o sistema:

16x, — 12y, = 0
—12x2 + 9y2 = 0

3
As quais se reduzem para a equacgdo 4x; — 3y, = Ooux, = %, sendo
assim, o autovetor v, = [(3,4)].

Perceba que o produto interno entre v; e v, € nulo, o que comprova
que os autovetores sao ortogonais entre si.

Assim, a Matriz P formada pelos autovetores é dada por:

n-l3

Realizando o produto de matrizes P'TP, e levando em consideracao
que a matriz P é Simétrica, obtém-se:

5l I A SllE A= 2l

3 —12 —15 —-20113 125

O que mostra que quando o operador é simétrico, e com autovalores
distintos, entdo o operador é diagonalizavel.

4.4.1. Exercicios de Fixacao

Vamos diagonalizar Operadores? A prdtica leva a perfeicdo.
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1. Diagonalize os seguintes Operadores:
a) T(x,y) = (2x — 3y,4x + 2y)

b) T(x,y) = (—x+ 3y,2x + 7y)

1 2 -2
o[T]=|-1 2 3 ]
13 4 5
121
=[]
1 2 3
e)[T]|=(2 -1 —1]
3 -1 4
0 1 -2
e)[T]=|-1 0 5 ]
2 =5 0
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CAPITULO 5



Tém-se dois tipos de formas quadrdticas, as que estdo no plano - identificadas
como cobnicas, e as que estdo no espaco - identificadas como quddricas. Usa-se
fortemente a diagonalizac¢do de operadores simétricos para classificar as formas
quadrdticas mencionadas. Dica ao leitor: Verifique as Conicas em [3].

Definicao: [Formas Quadraticas] Uma forma quadratica é uma equagao
de segundo grau nas variaveis x, y e z dada pela equagao geral:

Ax?> + By?+ Cz*+ Dxy +Eyz+Fxz+ Gx+Hy+1z+] =0 (54)

onde A4,B,C,D,E,F,G,H,I e Jsao escalares reais.

Definic¢io: [Classificacio das Formas Quadraticas] as formas quadraticas
estao divididas em: Formas Quadraticas Planas - Conicas e Formas Quadraticas
Espaciais - Superficies quadraticas.

5.1. Forma Quadratica no Plano - (onicas

Observe as formas quadraticas no plano x0y, automaticamente, nao
temos o terceiro eixo, portanto z = 0, ou seja, quando na equacao (48)
tem-se C = E = F = | = 0, reduzindo a equacio para:

ax?+ by’ +2cxy+dx+ey+f =0 (55)
A equacao (49) reescrita usando matrizes exibe a forma:

a
C

ol GIE v A=
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que geram as cOnicas degeneradas: parabolas, elipses e hipérboles
(quando a, b e cndo se anulam) e as conicas nao degeneradas: circunferéncias,
retas e pontos (quando a, b e ¢ se anulam).

. a C / . . / . / .
Note que a matriz A= [C b] € uma matriz simetrica e o acrescimo

do coeficiente 2 é para ajustar a escrita da matriz A.

De maneira que usando as rotacoes e translacoes, a equacao (55) pode
ser modelada em termos da diagonalizacdo de operadores em:

[x" y'] /101 )102] [;] +[d el [2 i;] [;:] + [f1 = [0] (56)

onde V1 = (x1,¥1) e V2 = (X2,¥2) sdo autovetores associados a 1; e 1,,
respectivamente.

Observacao 18: Os autovetores deverao ser unitarios e de forma que
detP = +1 e P é de tal sorte que

X x
[3’] -7 [y]
correspondendo a uma rotacao.

Definicao: [Classificacdo das Conicas degeneradas]
A equacio de uma conica de centro é: 1, X% + 1,Y2 =F.
*Se A1 e 4, forem de mesmo sinal, a conica sera do género Elipse.
*Se A, e 1, forem de sinais diferentes, a cOnica sera do género Hipérbole.
A equacio de uma conica sem centro é: 1,Y% + gX = 0 ou 1 X%+ q¥ =0

- Uma conica representada por qualquer uma dessas equacoes é do
género Parabola.

Neste caso, X e Y representam uma translagao do centro da cénica em
relacdo a origem.
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Quadro 5. Tipos de Conicas

Circunferéncia x? +y%=r? <>
2 2
| 2y N
Elipse a? + pz 1 \/
o X _ Y g \ /
Hipérbole ﬁ - ﬁ - / \
y2 —Dx =0 /
Parabola D20 _\
AY
Par de retas X2y b
concorrentes a_i; b2 ° > r=t3x
(Hipérbole b>0
degenerada)
A y
ax?—b=0
Par de retas paralelas a>0
(Parabola degenerada) b>0 @ b
b a
A y

Umareta-Eixoy
(Parabola degenerada)
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ax*—by* =0
Um ponto (Elipse a>0
degenerada) b>0 [ -

ax?>+by?+r?2 =0

Vazio (Elipse ou a>0
Pardbola degenerada) b>0
(r+0)

Fonte: Boldrini et al., 1980

Exemplo 30: Classifique a forma quadratica no plano dada por
2x% + 2y% + 2xy + 7V2x + 5V2y + 10 = 0.

Resolucio: Primeiro, deve-se colocar a equacao na forma matricial:

x n[F L]+ vz svaly]+ o) = o]

Segundo, diagonalizar a matriz simétrica A = ﬁ ;]
- Encontrando os autovalores:

det[z_/1 1 ]:0

1 2—41

Temos o polindmio caracteristico: A2 — 41 + 3 = 0, donde se obtém
A1 = 1e A, = 3. Encontrando os autovetores associados:

Para A4 = 1: v, = [(—1,1)]

Para A, = 3: v = [(1,1)]
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« Normalizando os autovetores:
<_1 : (1 1)
= —= — Vy=|—,—
& ﬁ’ﬁ) en=\Z'V2

Terceiro, substitui-se a diagonalizacao de A e a matriz P de acordo
com a equacao (50):

1 -1

xR 5]+ vz sva Z 2 ]+ no=101 7

V2 V2

Ajusta-se a matriz de autovetores P de maneira que o determinante
sejaigual a 1, e por isso a ordem na matriz D mudou.

A representacdo dada em (51) se refere a:

3x24+y2+12x =2y +10=0
Fazendo o completamento de quadrados:
3(x +2) +(y -1)° =3 (58)
Quarto, identificando as translacdes de centros:

X=x"+2
Y=y-1

A equacao (52) fica modelada por:

3X24YvY%2=3
Ou ainda:
YZ
X?+—==1
3

O qual se trata de uma Elipse de centro em 0'(—2,1) com eixo maior
sobre o eixo dos y, cujos semi-eixos sio 1 e V3.
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Quinto, identifica-se o angulo de rotacao, para isto verifica-se o
angulo entre um dos vetores canonicos, €; ou €2, e um dos autovetores
encontrados, V1 ou V3, definindo-se, assim, o angulo entre os sistemas
de coordenadas xOy e x'0"y’".

Calculando o 4ngulo entre e; e v;:

a0-(£5)

cosO = =

0015 7)

Logo o angulo é de 45°.

Figura 9. Representacdo da Conica rotacionada do Exemplo 21

Fonte: Steimbruch, 1987
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Observando a Figura 9, percebe-se claramente que o centro da conica
rotacionada teve alteracdo em suas coordenadas, pois ela estd em referéncia
no plano x0y.

Para desenhar a maos livres, o procedimento seria transformar todos os
pontos principais da conica, através da matriz da TL Rotacao. Por exemplo, o
centro da conica no sistema x0y é 0(—2,1) e sofrera uma rotacao de 45°, logo:

V2 W2 —-3+/2
[cos45° —sen45°] [—2] _ 2 2 [—2] _| 2
sen45°  cos45° 1 @ \/_E 1 __\/E

2 2 2

Figura 10. Representacdo da Conica de Centro: Elipse

Fonte: App GeoGebra Grafica
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5.1.1. Exercicios de Fixacao

As Quddricas no Plano sdo bem importantes e jd foram vistas somente com
translagdo de centro ou foco em [3], mas o grande diferencial agora € a rota¢do
da conica. De uma forma bem mais completa, atraves da diagonalizacdo do
Operador que define tal Quddrica, isto se torna possivel. Agora vamos colocar
em prdtica o que vocé aprendeu até aqui!

1. Para cada uma das Quadricas no Plano, Conicas, faga o que se pede:
I - Escreva a Conica na forma matricial;
IT - Determine e classifique a partir dos autovalores a Conica;

I1I - Diagonalize o Operador e escreva a Forma Reduzida com translacao
de eixos;

IV - Determine o Angulo de Rotacio;
V - Plote a Conica no Plano 2D.

a) 4x? — 3y% + 24xy — 156 = 0

b) 5x% + 4xy + 2y*> —12 =0
c)x?—6x+8y—7=0

d) 7x% + 13y% — 6v/3xy — 16

e) 3x? +2xy+3y>—4=0

f)x?+y2+xy +5V2x +4V2y +1=0
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5.2. Forma Quadratica no Espaco - Quadricas

As formas quadraticas no espago levam em consideragao o eixo z, ou
seja, a equacao (48), com algumas alteracgoes, a fim de que a matriz se torne
simétrica, assim a equacao fica:

ax® + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz+ mx +ny +pz+q =0 (59)

A equacgao (53) reescrita usando matrizes exibe a forma:

a d el|[x X
[x ¥y z]|d b f||ly|+[m n p]|y|+I[q]=[0]
e [ c|lz z

que geram as quadricas em R3: Elipsoide, Hiperboloide e Paraboloide
(quando a, b e c ndo se anulam simultaneamente) e Esferas e as conicas nao
degeneradas: Planos ou retas 3D (quando a, b e ¢ se anulam).

o QQ

€ uma matriz simétrica e o acréscimo do

a ~H

Note que a matriz 4=

d
b
f

coeficiente 2 ¢é para ajustar a escrita da matriz A.

De maneira que, usando as rotacoes e translacoes, a equacao (59)
pode ser modelada em termos da diagonalizaciao de operadores em:

A0 O]lx X1 Y1 Z1]|x'
[x' ¥y Z][0 A Of|y'|+[m n Ppl|Xx2 Y2 2Z||y'|+[q]=1[0] (60)
0 0 AzllZ X3 Y3 Z3l|z7

onde vy = (x1,¥1,21), v, = (x3,¥,, 25) e v3 = (x3, ¥3, Z3) so autovetores
associados a 44, 1, e 13, respectivamente.
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Observacao 18: Os autovetores deverdo ser unitarios e de forma que
detP = +1 e P é de tal sorte que

X x'
z 7

correspondendo a uma rotacao.

Definicio: [Classificacdo das Quadricas degeneradas]
A equacio de uma quddrica de centro é: 1,X% + 1,Y% + 1372 = Q.

« Dependendo dos valores de 41,4;,43 e Q, a quadrica sera do tipo
Elipsoide ou Hiperboloide.

A equacdo de uma cdnica sem centro é: 1,Y? + 1322 +rX =0 ou
MX?+23Z° +sY =00u A X2+ ,Y2+tZ=0

Uma quadrica representada por qualquer uma dessas equacdes € do
género Paraboloide.

Quadro 6. Tipos de Quadricas

xZ yZ ZZ @
Elipsoide ; + ﬁ + C_2 =1 N g

Hiperboloide de X~ + Y z" _
uma folha a? b2 c?
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Hiperboloide de
duas folhas

2 2 ;
Paraboloide X n y — oz !
Eliptico a? h2 g
2 2
Paraboloide X n y — oz
Hiperbdlico a 2 b 2
2 2 !
] N xt oyt -
one Quadratico — +—=7z g
Clz b2
5 5 1
X y
Cilindro —+—=1 y
a? b2
2 2 - :
Cilindro X y —1 §>
Hiperbdlico a 2 b 2 /
e . — 2
Cilindro Eliptico X = ky

Fonte: Boldrini et al., 1980.
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Exemplo 31: Determine o tipo da quadrica representada pela equagao:

7
3x% + 5y% + 32% — 2xy + 2xz — 2yz + 3y — 0

E:

Resolucao:

Primeiro, deve-se colocar a equac¢ao na forma matricial:

3 -1 17[* X] 7
[y 21[—1 5 —1f|y[+l0 v3 ol|y +[—E=[01
1 -1 31lz Z]

3 -1 1
Segundo, diagonalizar a matriz simétrica 4=|-1 5 —1].
L 1 -1 3

« Encontrando os autovalores:

3-4 -1 1
-1 5-2 -11|=0
1 -1 3-2

det

Temos o polinémio caracteristico: —A3 + 111%> — 361 + 36 = 0, onde
se obtém: 4; = 2,1, = 3 e 13 = 6. Encontrando os autovetores associados:

Para ; = 2: v; = [(1,0,—1)]
Para 1, = 3: v, = [(1,1,1)]
Para A; = 6: v3 = [(1,—2,1)]

« Normalizando os autovetores:

(L, (L (1 -2 1
) R € X e k)

Terceiro, substitui-se a diagonalizacdo de A e a matriz P de acordo
com a equacao (54):

101 17
2 V3 6
2 0 01[x \/— 1 —2|[* 7
x" ¥y Z1{o 3 of|ly|+[lo v3 ol|0 —= — y+[——]=[0] (61)
0 0 6llz 3 V6|l 12
-1 1 1
V2 /3 /6l
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Ajusta-se a matriz de autovetores P de maneira que o determinante
sejaigual a 1.

A representacdo dada em (61) se refere a:

2x2+3 '2+yl+1 +6<'2 2'+1> AR
=+ — z2——zZ +—|=—=+—+—
x Y T3 T3 6 72) 12712 T 12

Fazendo o completamento de quadrados:

2 2
, .1 , \/2> 3
2 — — — —_ -—
2x +3<y +6> +6<z B 7 (62

Quarto, identificando as translagoes de centros:

X=x
, 1
Y=y +g
Z=Z’—£
12

A equacdo (62) fica modelada por:

3
2X2+3Y2+ 6722 =—

4
. 3
Dividindo por Z:
4 4 4
—2X%24+-3Y2+-6Z2=1
3 T3 T3
Ou ainda:
X% y? 72
EI
8 4 8
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1 v2
O qual se trata de uma Elipse de centro em 0’ (0, — g) . Tratando-se

3 1
de um Elipséide, com semi-eixo (Eixo x) de \/_§’ semi-eixo (Eixo y) de > e

. . . 1
semi-eixo (Eixo 2) de —.

Figura 11. Quadrica de Centro: Elips6ide Rotacionado (Exemplo 22)

Fonte: App GeoGebra Calculadora 3D
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5.2.1. Exercicios de Fixacao

As Quddricas no Espago jd sdo um pouco mais dificeis, para isso € preciso se
dedicar para lembrar das formulas que as define. Elas serdo muito utilizadas em
Cdlculo Diferencial e Integral com funcoes com duas varidveis. Vamos praticar?

1. Para cada uma das Quadricas no Espaco, fagca o que se pede:
I - Escreva a equacgao na Forma Matricial,

IT - Diagonalize o Operador Simétrico;

I1I - A partir dos autovalores, classifique a Quadrica;

IV - Determine a Forma Reduzida da Qudadrica com translacao de
Eixos/Foco;

V - Calcule o angulo de rotacao;

VI - Plote a Quédrica no Espaco 3D.

a) 3x2+5y2+322—2xy+2xz—2yz+\/§y—1—72= 0

b) 2x% +4y? + 2> —8x + 24y —2z+41=0

c) 36x% + 16y% — 9z% = 144

d) x? +4y%? —2z2 - 2x+16y+17=0

e)x2+y2—2y=0

f)3x% +5y? + 322 —2xy + 2xz —2yz—4x + 6y —2z+2 =0

g)y?—4xz—4x+2y—3=0
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5.3. Construcdo de Conicas e Quadricas no GeoGebra

No GeoGebra, existem algumas janelas que podem ser ativadas ou
desativadas conforme a necessidade. Entre as mais utilizadas: ENTRADA (em
que se pode colocar a expressao matematica de equacoes, funcoes, entre
outras e sendo ativada apenas com um ENTER no final), JANELA DE
ALGEBRA (em que se pode enxergar os elementos que estdo sendo
trabalhados, podendo também ser acionadas configuracdes, definindo cor,
estilo de linha, 4lgebra, entre outros) e as JANELAS DE VISUALIZACAO 2D e
3D, como pode-se observar na Figura 7. Todas essas Janelas auxiliares podem
ser ativadas com teclas de atalho, ou na barra de ferramentas - Exibir.

Figura 12. Demonstracdo do Layout do GeoGebra Classic 5 - Versao Computador

Fonte: Geogebra Classic 5

Para utilizar a versao do aplicativo, basta buscar no seu aparelho celular,
naloja de aplicativo, o aplicativo SUITE GEOGEBRA, em que de uma so vez se
instala as versoes: Grafica, Calculadora 3D, entre outras, conforme mostrado
na Figura 8.
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Figura 13. Layout do Suite GeoGebra Calculadora - Versdao para Android

Fonte: Suite GeoGebra Calculadora

Para exibir o traco das conicas - as quais sdo curvas em 2D - usa-
se o0 GeoGebra Gréafica (Cujos Eixos principais sdo o eixo das abscissas
e eixo das ordenadas) e para quddricas - as quais sdo superficies em R3
— usa-se 0 GeoGebra Calculadora 3D (cujos eixos sao identificados sistema
RGB - Red (Vermelho), Green (Verde) e Blue (Azul)) identificando os Eixos
XyZz respectivamente.
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Utilizando a ENTRADA, basta inserir a equacao em sua forma geral ou
reduzida e o ENTER ao final para que apareca o trago no espago adaptado.
S6 lembrando que, na JANELA DE ALGEBRA, ser4 identificado o nome, caso
ndo seja nomeado, o proprio software atribui um nome para o objeto criado.

Algumas funcdes pré-existentes sao interessantes para enfatizar os
elementos principais de cada cénica/quadrica. Para acessar tais funcoes,
basta iniciar a descri¢ao (conforme quadro) que abrird uma janela de
opcoes, contendo a descricdo do que serd necessario para a sua utilizacao,
ou seja, de acordo com o nome descrito na JANELA DE ALGEBRA, serd
substituido dentro dos simbolos <>.

Quadro 7. Tabela de Comandos de funcdes pré-existentes do software GeoGebra

Centro da Centro(<Conica>)
Conica/Quadrica Centro(<Quddrica>)
EixoMaior(<Conica>)
Fixos da EixoMenor(<Conica>)
Conica/Quadrica Eixos(<Conica>)
Eixos(<Quadrica>)
Foco da Conica Foco(<Conica>)

Fonte: Steimbruch, 1987
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5.3.1. Exercicios de Fixacao

Viu como as aplicacdes de Algebra Linear podem nos proporcionar um
conhecimento de tais objetos que circundam a nossa vida? Se parar para
pensar na Industria, nas Construgoes, na Astronomia, e em vdrios outros
campos, sempre nos deparamos com as Conicas e Quddricas. E agora, com
o auxtlio da tecnologia, podemos descrever ou mesmo auxiliar mais na
aprendizagem de tais objetos. Aqui so serd necessdrio localizar e situar no
plano adequado tais objetos, mas em Cdlculo Diferencial e Integral vocé ird
aprender a calcular dreas e volumes, descrever curvatura e tor¢oes e assim
o estudo ficard completo. Portanto, vamos praticar no software GeoGebra
e ficar experts na hora de destacar os elementos de cada Quddrica, seja no
Plano ou no Espaco. Bom estudo!

1. Para cada uma das Quadricas nos exercicios propostos da secao
5.1.1 e 5.2.1, plote no GeoGebra Calculadora Grafica e Calculadora 3D,
respectivamente. Destaque também:

I - O centro da Quadrica;

I - Destaque os Eixos da Quédrica;

ITI - Destaque o Foco da Quadrica, caso seja necessario;
IV - Os eixos rotacionados;

V - Insira Legenda destacando o nome da Quadrica, usando as
configuracgdes e incluindo Legenda.
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Ao entrar na Universidade em um curso de Engenharia, ja parou
para se perguntar onde a Matematica esta inserida? Ou melhor,
como a Algebra pode auxiliar do inicio ao fim, nos calculos que serdo
utilizados? Neste livro, vocé pode ter uma idealizacao de que os
Espacos Vetoriais podem ser bem divertidos, e admitem muitas
normas, as quais podem validar medic¢des triviais ou até mesmo
causar distorcoes, e além disso, as transformacoes lineares entre
tais espacos podem ter aplicacOes diretas na Engenharia, uma vez
que as Transformacoes Lineares Planas e Espaciais conseguem
destacar reflexoes, rotacoes e cisalhamentos, e poderem ser
associadas a movimentos de bracos roboticos, simulacao e analise
de estruturas, localizacao e mapeamento geografico, analise de
imagens, deteccido de objetos em sequéncias de imagens e
modelagem de objetos 2D e 3D. Finalizando com as Formas
Quadraticas, as quais estao associadas a analise de tensoes e
deformacoes na Engenharia Estrutural, modelagem de
comportamento dinAmico de sistemas mecanicos e muitas outras
aplicacoes na area de analise de desempenho de sistemas.
Ao adentrar no ramo da Engenharia, muitas solucoes serao
requeridas e logo, se precisa ter uma gama de artificios para
contornar tais problemas, consequentemente, as técnicas aqui
exemplificadas podem ser utilizadas, pois podem fornecer a
estrutura basica para representar e manipular modelos para
sistemas mais complexos.
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