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RESUMO

O estudo dos langamentos de projéteis, tanto no Ensino Médio quanto no Superior, é
estruturado para 0 caso no vacuo, utilizando-se conceitos da Cinematica, o que produz
diferencas em relacdo as observaces reais, que ocorrem sob o efeito da resisténcia do ar.
Deste modo, o objetivo desta pesquisa foi desenvolver um estudo fisico-matematico, por
meio da Dinamica, e estruturar um modelo que descreva com mais preciséo, as principais
caracteristicas do movimento bidimensional de projéteis sob a resisténcia do ar, atraves
das equacdes do movimento horizontal e vertical, bem como as equacGes para o tempo
de subida, a altura méxima, o tempo de voo, o alcance e a trajetoria. Para tanto, utilizaram-
se 0s métodos de solucdo de equagbes diferenciais, a expansdo em série de Taylor, o
calculo numérico e simulacbes, com o Excel e o Geogebra. Para essas simulagoes,
escolheram-se trés corpos esféricos distintos (bolas de gude, bilhar e futebol), fazendo
analises comparativas com langcamentos no vécuo e discutindo os resultados para cada
um dos corpos, individualmente. Dadas as dificuldades matematicas impostas pela
determinacéo do tempo de voo, desenvolveram-se trés métodos para a sua obtencao. Dois
deles por expansdao em série de Taylor, resultando em equacBes de segundo (boa
aproximacdo) e quarto (excelente aproximacdo) graus. O terceiro, e mais simples,
consiste, somente, em multiplicar o tempo de subida pelo fator 2,2, produzindo um
resultado aproximado para o alcance. Por fim, construiu-se um lancador de projéteis, com
material de baixo custo, para a validagdo e comparacdo do modelo teérico. Os principais
resultados mostram que os valores determinados pelo modelo matematico aproximaram-
se, satisfatoriamente, daqueles medidos no experimento com o lancador. Portanto, as
equacOes, estabelecidas neste trabalho, apresentam aplicabilidade para problemas que
envolvam langamentos, com descricdo bidimensional, de projéteis esféricos sob a

resisténcia do ar, sem a ocorréncia de ventos.

Palavras-Chave: Lancamento de Projéteis; Dindmica; Resisténcia do Ar.
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INTRODUCAO

Nas disciplinas de Fisica Basica, ministradas nos cursos de nivel superior,
comumente se estuda o Movimento Bidimensional de Projéteis (MBP), também
conhecido como “langamento obliquo”, nos contetidos iniciais da Mecanica. Em geral, a
descricdo desse movimento é realizada nos topicos da Cinematica (estudo dos
movimentos sem a inclusdo das forgas), ignorando o efeito da Resisténcia do Ar (RA)

sobre ele.

Na descricdo matematica do MBP, quando ndo se considera o efeito da RA, ou
seja, quando se estuda 0 movimento ocorrendo no vacuo, sdo gerados erros, em relagao
as observagOes experimentais sob o efeito do ar, associados aos valores da posi¢do, da
velocidade, da altura maxima atingida e do alcance do lancamento, além de serem obtidas
trajetdrias irreais (pardbolas perfeitamente simétricas). Dessa forma, para situacdes
praticas que requeiram maior precisdo para a aplicacdo do MBP, como as que ocorrem
nas mais diversas areas da Fisica Aplicada, como a engenharia, o langamento de foguetes,
a balistica militar, etc., as equacdes obtidas para o0 MBP no vacuo apresentam resultados
inadequados. Consequentemente, qualquer modelo matematico mais realista do MBP
deve incluir, em sua concepcao, pelo menos um termo que expresse como este movimento

é alterado pela existéncia do ar circundante.

A complexidade relacionada ao MBP ndo se limita, somente, ao efeito da RA, mas
se pode incluir, também, a acdo de ventos, a varia¢do da aceleracdo gravitacional e, até
mesmo, o efeito da rotacdo da Terra (nesse caso, a descricdo deve ser tridimensional).
Estes dois ultimos efeitos devem ser incluidos quando o langamento ocorrer para
distdncias muito grandes, com consideravel variacdo de altitude. Adicionalmente, pode
ser importante determinar a relacdo entre os efeitos aerodindmicos, que podem ser
VisSC0SO0s ou inerciais, e a forma do projeétil. Portanto, verifica-se, assim, que 0s estudos
do MBP, tradicionalmente realizados nas disciplinas de Fisica Bésica, apresentam
consideravel limitagdo, tanto conceituais quanto de modelagem matemaética, quando

comparados as necessidades apresentadas pelas aplica¢fes préticas.

Desse modo, este Trabalho de Conclusé@o de Curso (TCC) buscou estruturar um
material auxiliar ou complementar de abordagem aos estudos do MBP, para o nivel de
graduacdo, introduzindo a acao da forga de arrasto sobre este movimento. A analise tem

como foco obter informagdes gerais sobre 0 MBP sob a RA, incluindo as principais
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equacdes e, para tal, foram utilizados conceitos da Mecéanica Classica, teoremas e
métodos do Célculo Diferencial e Integral.

O objetivo geral do trabalho foi desenvolver um modelo matematico para
descrever 0 MBP sob a RA, para lancamentos mais simples, que nao requeiram tanta
precisdo. Mais especificamente, estruturou-se um modelo para 0 movimento de um
projétil esferico, lancado por um dispositivo que gera forca eléstica, e verificou-se sua

validade, comparando seus resultados com os de experimentos simples.
Os objetivos especificos foram:

Q) Apresentar uma descricdo detalhada do modelo mateméatico do MBP com
RA, verificando as diferencas deste com o modelo para 0 MBP no véacuo;

(i) Definir as equac@es para os tempos de subida e de voo, a altura maxima,
o0 alcance e a trajetoria, a partir das equacfes do movimento horizontal e
vertical para 0 MBP com RA,;

(i)  Realizar experimentos com materiais de baixo custo, para diversos
angulos e velocidades de langcamento de um corpo esférico macico, para
gerar dados para os testes de validade do modelo matematico obtido para
0 MBP com RA.

A organizagdo textual do presente trabalho esta subdividida da seguinte forma:

e O primeiro Capitulo refere-se a Revisdo Bibliogréafica, na qual apresenta-se o contexto
historico e o estudo da obtencdo das equacGes do MBP no vacuo, por métodos da
Cinematica.

e 0O segundo Capitulo estabelece a Fundamentacdo Tedrica do trabalho, detalhando os
métodos da Dinamica (estudo dos movimentos a partir das forcas que atuam sobre o
corpo) para a obtencgéo das equacgdes MBP, por meio da aplicacdo da Segunda Lei de
Newton, e os modelos matematicos para a incluséo da RA no movimento.

¢ No terceiro Capitulo é apresentada a Metodologia, na qual explicita-se a modelagem
matematica utilizada para a obtencdo das equacGes do MBP com RA e a montagem
do lancador de projéteis, feita com materiais de baixo custo, para a realizagdo de
experimentos e a obtencdo de dados para a valida¢do do modelo.

e No quarto Capitulo sdo apresentados Resultados e as Discussfes, obtidos pela
modelagem matematica, tanto para 0 MBP no vacuo quanto com RA, assim como

aqueles logrados pelos experimentos.

24



CAPITULO 1
REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.1 Contexto Historico

A primeira descricdo conceitual, que sem tem noticia, da queda dos corpos e do
movimento de projéteis, foi apresentada pelo cientista francés Jean Buridan, no século
XIV. Sob a influéncia das concepcdes aristortélicas, Buridan expés a teoria do impeto,
que explica a trajetdria de um projétil com base nas relac6es entre um impeto comunicado,
inicialmente, e o impeto do peso do projétil (LANDI, 2007). Contudo, a primeira
descricdo matemética do MBP, de corpos lancados a partir de pontos proximos a
superficie da Terra, foi apresentada por Galileu Galilei no livro “Discurso sobre Duas
Novas Ciéncias”, publicado em 1638. Neste livro, Galileu demonstra que a trajetoria de
uma particula (corpo descrito como um ponto com massa), viajando sob a influéncia de
uma gravidade constante e através do vacuo, € uma paradbola simétrica (Figura 1) entre o
ponto de lancamento e a altura méxima e dessa altura ao ponto de chegada, que deve estar
ao mesmo nivel do ponto de lancamento (FAZURI e MATQOS, 1997).

Figura 1 — Trajetdria para 0 MBP no vécuo, representada por uma parabola simétrica.

'y

y

=

Fonte: Adaptada de Michiles (2021).

Galileu verificou, também, para 0 MBP no vacuo, que o alcance maximo é obtido
quando o angulo de langamento é 45° e que dois langamentos com angulos
complementares (29° e 61°, por exemplo) apresentam o mesmo alcance (Figura 2). Outra
observacdo importante de Galileu foi o “principio da independéncia dos movimentos”,

que indica que o movimento na diregdo horizontal ndo influencia na diregéo vertical e
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vice-versa. Contudo, Galileu tinha a percepgéo de que todos esses resultados sobre o MBP
foram obtidos a partir de modelos conceituais bastante idealizados, uma vez que néo se
consideraram a RA e a forma dos corpos, que tendem a diminuir o alcance e alterar o

carater do movimento, tornando a parabola descrita assimétrica (NUSSENZVEIG, 2013).

Figura 2 — Alcance para diferentes angulos de lancamento no vacuo.

Yy, m
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Fonte: Tipler e Mosca (2006).

Atualmente, o MBP é um tipo de problema, descrito em estudos da Mecénica, que
se vé com bastante frequéncia na préatica, em situagcdes como, por exemplo, uma bola de
futebol, quando chutada por um jogador de determinado ponto do campo. O mesmo
ocorre em outros esportes, como basquete, vélei, ténis, lancamento de dardo, arco e
flecha, etc. (FAZURI e MATQS, 1997). Contudo, 0 movimento de projéteis, que pode
ser tridimensional, em funcdo das distancias, da altitude, da acdo dos ventos e da
influéncia da aerodinamica, é estudado nos niveis mais avancados para as aplicacfes
militares. Nesse caso, dadas a complexidade e a dificuldade de se obterem solucdes
analiticas para as equacGes que surgem da inclusao dessas diversas variaveis, as solucées,
e suas aplicacdes, séo obtidas pela utilizacdo de sistemas computadorizados.

1.2 Descricdo Matematica do Movimento Bidimensional de Projéteis no Vacuo!

Nesta Secdo apresenta-se o caso especial do MBP exposto por Galileu, por meio
dos métodos da Cinemaética: uma particula langada, no vacuo, a partir de um angulo 6,,
em relacdo a diregdo horizontal, com velocidade inicial v,, que se move em um plano
vertical, sob a influéncia da aceleragéo de queda livre, isto é, da aceleracéo gravitacional

g, que se encontra orientada verticalmente para baixo e apresenta valor constante.

As informac@es contidas nessa Sessdo sdo baseadas na obra de Halliday et al. (2016).
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Para se iniciar a descrigdo do MBP no vacuo, deve-se partir da velocidade inicial

do projétil, ¥y, escrita no sistema bidimensional de coordenadas cartesianas (x, y) como:
1_7)0 = va’i + voyj (11)

na qual vy, & vo, S&0 as componentes horizontal e vertical do vetor ;. Conforme
observa-se na Figura 3, vy, € vy, podem ser obtidas conhecendo-se o angulo de

lancamento, 6,, entre ¥, e 0 semi-eixo positivo de x, ou seja:

Uy = vy cos(8y) i + vy sen(by) J (1.2)

Figura 3 — Posicdo, angulo e velocidade iniciais de lancamento de um projétil no sistema
bidimensional de coordenadas cartesianas.

Yy

Z‘(h/

(xo, o)

Fonte: Adaptada de Tipler e Mosca (2006).

Ao longo do MBP no vacuo, os vetores posicdo, p, e velocidade, ¥, mudam
continuamente, mas o vetor aceleracéo, d, permanece constante e esta sempre apontando
para baixo (Figura 4). Dessa forma, ndo ha componente da aceleracdo na diregdo
horizontal, resultando num Movimento Uniforme (MU — que apresenta velocidade
constante) nessa diregdo. Na direcéo vertical, em razdo do efeito da gravidade, tem-se um
Movimento Uniformemente Variado (MUV — que apresenta velocidade variavel com
aceleracdo constante). Assim sendo, escreve-se, respectivamente, para os vetores posi¢ao,

velocidade e aceleragéo, o seguinte:

p(t) =x(Oi+y@®)j (1.3)
U(t) = vyl + v, ()] = voul + v, ()] (1.4)
d=0i+a,j=0i—gj (1.5)
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Figura 4 — Vetores posicdo, p, velocidade, 7, e aceleracdo, d , para diferentes pontos ao

longo da trajetoria do MBP no vacuo.
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Fonte: Michiles (2021).

1.2.1 Componentes Horizontais do Movimento?

Por ndo existir componente da aceleragdo ao longo da direcdo horizontal, a
componente v,, da velocidade do projétil, permanece inalterada e igual a velocidade
inicial, vy, = v, cos(6,), durante todo 0 movimento. Portanto, a partir da funcdo horaria
da posicéo para 0 MU, em qualquer tempo t, a posicao horizontal, x, em relacdo a uma

posicao inicial x,, € dada por:

x(t) = xo + voxt = x9 + vy cos(6y) t (1.6)

1.2.2 Componentes Verticais do Movimento

Nesta Secdo, especificam-se as componentes verticais das equacdes do
movimento que, nessa direcdo, ocorre sob a influéncia da aceleracdo da gravidade, ou

seja, a,, = —g. Dessa forma, aplicando a funcdo horaria da velocidade para o MUV, tem-

se, para a velocidade v,:
vy, (t) = voy + ayt = vy sen(fy) — gt (1.7)

Para a posicéo vertical, y, aplica-se a funcdo horaria da posi¢do para 0 MUV e se obtém:

1 1
y(t) = yo + voyt + antz =y, + vy sen(fy) t — Egt2 (1.8)

2As informacGes apresentadas desta Secdo até a 1.2.5 baseiam-se nas obras de Tipler e Mosca (2006) e
Young e Freedman (2011).
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Adicionalmente, pode-se determinar uma equacdo que explicita a velocidade v, em

funcdo da posicao y, isolando-se o tempo t na equacdo 1.7 e substituindo na 1.8. O

resultado obtido é também conhecido como equacéo de Torricelli, e € dado por:

vy (y) = v§y, + 2a,Ay = v sen®(6,) — 29(y — ¥o) (1.9)

1.2.3 Tempo de Subida e Altura Maxima

Aplicando-se a equacdo 1.7 para a situacdo em que o projetil, lancado
obliquamente, chega ao ponto mais alto de sua trajetoria, ou seja, para o instante em que
a componente vertical da velocidade € zero (v, = 0), obtém-se o tempo de subida, ¢;.

Assim sendo:
v, (t) = 0 = vy sen(fy) — gt

v
t, = —sen(6,) (1.10)
g
Para determinar a altura méxima, H = y — y,, pode-se tanto usar a equacao 1.10
na 1.8, quanto partir da equacdo 1.9, observando que, quando o projétil atinge o ponto

mais alto da trajetoria, tem-se v), = 0. Dessa forma, a equagéo 1.9 fica reduzida a:

0 = vg sen’(8o) — 29(y — yo) = v§ sen?(8,) — 2gH
2

1%
H= isenz CH) (1.11)

1.2.4 Tempo de Voo e Alcance Horizontal

O alcance horizontal, R = x — x,, do projétil é a distancia horizontal que ele
percorre ao voltar & sua altura inicial de lancamento. Para determina-lo, deve-se obter,
primeiramente, o tempo total de voo, t,,, entre x, e x. Para isso, deve-se fazer y — y, = 0
na equacdo 1.8 e isolar o tempo, ou seja:

1 1
Yy — Yo = vgsen(fy) t —Egtf =0 = vysen(f,) —Egt,, =0

t, = %sen(@o) (1.12)

Pelas equacdes 1.10 e 1.12, verifica-se que, para 0 MBP no vacuo, o tempo de voo, t,, é
0 dobro do tempo de subida, t;.
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O alcance é obtido ao se substituir a equacdo 1.12 na 1.6, isto é:

2v
X — X9 = Vg cos(0y)t, = R = vy cos(6y) ?Osen(eo)

2vé
R = 7sen(90) cos(6,) (1.13)

Por identidade trigonometrica, verifica-se que:
sen(6, + 6,) = sen(8,) cos(6,) + sen(b,) cos(6,)
sen(26,) = 2sen(6,) cos(6,) (1.14)

Portanto, substituindo o resultado 1.14 na equacédo 1.13, obtém-se:

2
Vo
R = ?sen(zeo) (1.15)

A equacdo 1.15 funciona apenas para 0s casos em que as alturas de langcamento e
de chegada sdo iguais. Conforme apresentado por Galileu, verifica-se, pela equacéo 1.15,

gue o maior alcance se da quando o angulo for de 45°, pois sen(2 - 45) = 1.

1.2.5 Equagdo da Trajetoria

Para encontrar a equacdo da trajetoria, isola-se t na equacao 1.6 e substitui-se o

resultado na 1.8, obtendo-se:

X—xy 1?

y(x) = yo + vo sen(6,) [m 29 [Uo cos(6,)

(1.16)

Para um langcamento que ocorra a partir da origem do sistema de coordenadas,

tem-se (xq, ¥o) = (0,0). Dessa forma, a equacdo 1.16 fica:

y(x) = vo sen(6o) [m] 29 [m]

= tan(0 )x—1 9|, (1.17)
0 2 |vé cos2(6,) '

O resultado 1.17 é uma equacdo do segundo grau, com a concavidade voltada para
baixo, pois o coeficiente de x2 tem sinal negativo, demonstrando que o grafico que

representa a trajetoria do movimento é uma parabola.
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CAPITULO 2
FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Equacdes do Movimento a partir da Segunda Lei de Newton

As equacOes que descrevem os movimentos das particulas, que se encontram sob
a acdo de forgas, sdo obtidas pela aplicacdo da Segunda Lei de Newton que, em termos
gerais, estabelece que a quantidade de movimento linear de um corpo, Q0 =mv (na qual
m é amassa e U é a velocidade), se altera pela agdo combinada de forcas externas SF,

podendo-se escrever como (HALLIDAY ET AL., 2016):
dg _d(m¥) dm_, dp

e T T

2.1)

Para o caso, mais comum na Mecéanica, em que ndo ha variacdo de massa da

particula, a equacdo 2.1 fica:

IF = Y _ i (2.2)
—mdt—ma .

que estabelece que, se a forca resultante da combinacéo xF for diferente de zero, o corpo

acelerara e a aceleracdo a devera ter a mesma direcdo e 0 mesmo sentido de sF (SILVA
ET AL., 2018).

Para a descricdo matematica do MBP, a equacdo 2.2 deve ser aplicada
especificando-se as forgas que agem sobre o projétil, ao longo do seu movimento. Dessa
forma, as equagdes para 0 MBP no vacuo, como as 1.6, 1.7 e 1.8, podem ser obtidas pela

aplicacdo da equacéo 2.2, conforme segue abaixo.

No MBP no véacuo, a Unica forca que age sobre o projétil é a forca gravitacional,
escrita, para regides proximas a superficie terrestre, no sistema bidimensional de

coordenadas cartesianas, como:
Fy = mg = m(0i - gj) (23)

Aplicando a equacéo 2.2 na 2.3, fica-se com:

- - dl_;
ZF=md:Fb=md:m§=m&:&=E= i—gj
d dv dv
E(”"Hvﬂ):d_;‘er_z:y]:Ol_g] (2.4)
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Separando a equacdo 2.4 em suas componentes nas direcdes x e y, obtém-se as
equacdes diferenciais ordinarias (EDO), a serem resolvidas, para se determinarem as

equacdes que descrevem o MBP no vacuo.

A resolucdo das EDO de primeira ordem separaveis, para a direcdo x, €

apresentada a seguir, considerando as condigdes iniciais v, (0) = v, € x(0) = xy:

dv,
e 0 = v, = cte = vy (2.5)

A equacdo 2.5 caracteriza, como citado na Sec¢do 1.2, 0 movimento na direcdo x

como MU. A partir dessa equacao, chega-se a funcdo horaria da posicéo, ou seja:

dx x(t) t
Vx = = Vxo = dx = vypdt = dx = onf dt = x(t) — xg = Vyo(t — 0)
X0 0
x(t) = xg + Vyot (2.6)

que € idéntica a equacdo 1.6, lembrando que v,, = v, cos(6,).

Para a direcdo y, a resolucdo das EDO, também de primeira ordem separaveis, é
semelhante a apresentada acima para a direcdo x, considerando as seguintes condi¢des
iniciais v),(0) = vy, € y(0) = y,:

dv, B

vy (t) t
=9 = dv, = —gdt = J dvy, = —gf dt = v, (t) — vy, = —g(t — 0)
v 0

0y
v, (t) = voy — gt (2.7)

Obtendo-se, assim, uma equagdo idéntica a 1.7, para a qual vy, = v, sen(6,).
Dando continuidade a resolucdo, a partir da equacgédo 2.7, chega-se a funcdo horaria da

posicao para a direcdo y, isto é:

dy y(t) t t
vy=a=voy—gt=>dy=(Voy_gt)dtif dyzvyofodt—gjotdt
Yo

y() — Yo = vy0(t — 0) —9<%_0>

1
y(t) = yo + vyt — Egtz (2.8)
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que, basicamente, € a mesma equacgdo que a 1.8. As demais equacbes para 0 MBP no
vacuo, ou seja, de Torricelli, para a altura maxima, para o tempo de voo, para o alcance e

da trajetdria, sdo obtidas da mesma forma que o apresentado na Secéo 1.2.

2.2 Modelagem Matemética do Movimento de Projéteis com a Resisténcia do Ar

Quando se considera 0 movimento de uma particula, lancada obliquamente sob a

acdo da gravidade (constante) e de uma forca de arrasto F"R (forca de resisténcia
hidrodindmica do ar, que se op0e e atua ao longo do movimento), a trajetdria deixa de ser
uma parabola simétrica, conforme pode-se observar na Figura 5. Adicionalmente, o

método de solucdo das EDO resultantes dependera do modelo matematico utilizado para

representar Fp. Seguindo-se 0 que se descreveu na Secdo 2.1 e realizando a aplicagéo da
Segunda Lei de Newton para 0 MBP com RA, obtém-se as equacfes que descrevem este
movimento, cujas solucbes determinam como a velocidade e a posi¢do variam com
tempo. Contudo, se o lancamento ocorrer sob algumas condicbes especificas, as EDO
resultantes podem n&o apresentar soluc6es analiticas, necessitando-se assim, de métodos

numericos para resolvé-las e descrever o movimento.

Figura 5 — Trajetoria para o lancamento obliquo sob o efeito da RA, representada por uma

parabola assimétrica.

A
y

r— — — — — =

Fonte: Adaptada de Freire et al. (2016).

Para uma situacdo em que a velocidade do projétil langado seja relativamente
baixa, suas dimensdes sejam muito menores que as outras dimensbes envolvidas no
problema (como altura méxima e alcance, por exemplo), sua massa especifica seja maior

que a do ar e o projétil apresente uma forma com boa aerodinamica (preferencialmente
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esférica), a forca de arrasto é dada pela Lei de Stokes (BIRD ET AL., 2007; SILVA ET
AL., 2018), ou seja:

Fr = —ab (2.9)

na qual a representa o coeficiente de amortecimento do movimento, imposto pela forga

de arrasto, e o sinal negativo indica que Fy se opbe ao sentido do movimento, ao longo

de todo o trajeto do projétil. O coeficiente de amortecimento a € dado por:
a = 6nru (2.10)

em que r € o raio de Stokes do projétil (que deve ser modelado como uma esfera) e u é a
viscosidade dinamica do ar, sendo uma medida de quanto o ar “gruda” numa dada
superficie sélida ou fluida. Nessa situacdo, ndo se considera o efeito do empuxo (forca de
flutuabilidade de um corpo no interior de um fluido), em razdo da massa especifica do
projétil ser maior que a do ar, e a forca de arrasto € predominantemente viscosa e atua

tangenciando a superficie do projétil.

Com a introducdo do efeito da RA na Segunda Lei de Newton, por meio da

inclusdo de Fg, aplicando-se a equacdo 2.9 na 2.2, juntamente com a 2.3, para a forca
gravitacional, tem-se:

-

5 5 dv
Fr + Fy =m— (2.11)

A equacdo 2.11, dividida em suas componentes nas direcdes x e y, origina as

seguintes expressoes:

dv,
—av, = mE
dv, «
—+—v, =0 2.12
e
dv,
—av, —mg = mW
dv, «a
y
— ., = — 2.1
dt +mvy g (213)
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que sdo EDO de primeira ordem lineares (ou separdveis) com coeficientes constantes. A
partir dessas equacgdes, podem-se escrever, também, as EDO para as posi¢des x e y, uma

vez que v, = dx/dt e v, = dy/dt, ou seja:

d’x N adx 2.14)
dt2  mdt '
e
d*y ady
W'i'%a =—-g (215)

sendo, estas, EDO de segunda ordem lineares com coeficientes constantes.

As equacles 2.12, 2.13, 2.14 e 2.15 possuem solugdes analiticas, cujos métodos

sdo apresentados no Capitulo 3, referente a Metodologia deste TCC.

Quando o lancamento do projétil ocorre a velocidades mais altas e/ou as
dimensdes desse projétil sdo mais relevantes para o problema, mesmo que sua forma
tenha uma boa aerodindmica, ocorre um escoamento turbulento de ar em torno do projétil,
causando uma dissipacdo de energia cinética do movimento maior que para baixas
velocidades. Além disso, a forca de arrasto é predominantemente inercial e atua na
direcdo normal a superficie do projétil, no sentido contrario ao movimento, intensificando
o seu efeito. Sendo assim, para esse caso, 0 modelo matematico para a forca de arrasto é
escrito como (FRENCH, 1971):

Fp = —Bv2D (2.16)

na qual B € o coeficiente de amortecimento para este tipo de movimento, cujo médulo da
forca de arrasto é proporcional ao quadrado da velocidade, e ¥ (= ¥/v) é o vetor unitario
na direcdo e no sentido do vetor velocidade. O coeficiente de amortecimento S é dado

pela seguinte expressao:
1
B = 5 pAD (2.17)

sendo p a massa especifica do ar, A a area da segéo transversal na dire¢do perpendicular
ao movimento e D o coeficiente de arrasto, um parametro adimensional que depende da
forma e da textura superficial do corpo em movimento sob o efeito da RA (FERREIRA,
2001; ROSSINI ET AL., 2020).
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A equagao 2.16, escrita no sistema bidimensional de coordenadas cartesianas fica:

- ’l_]’
Fr = —pv? o= —Bvv = —,8( ’v,? + v§> (vxi + vyj) (2.18)

Dessa forma, ao se utilizar, como modelo matemaético para a forca de arrasto, a

equacdo 2.18, em substituicdo a 2.9, na 2.11, obtém-se as seguintes componentes:

dv
B (v +v8) v =m
dv
d—t" + %( /v,g + vyZ) v, =0 (2.19)

5 ) B dv,
=B\ |vi+vy vy—mg—mﬁ
dv
d_ty+%( /v§+vy2>vy =-g (2.20)

As equacOes 2.19 e 2.20 sdo EDO acopladas, ou seja, uma depende da outra por
meio das componentes da velocidade. Essas equacfes ndo apresentam solugdo analitica,
necessitando-se, assim, de métodos numeéricos para se chegar a uma solucdo.

Consequentemente, as equacOes para as componentes da velocidade, v, e v, e da

posicao, x e y, sdo obtidas, somente, por meio de técnicas numeéricas.
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CAPITULO 3
METODOLOGIA DA PESQUISA

3.1 Abordagem Metodologica e as Estratégias de Investigacéo

O principal propésito dessa pesquisa de TCC foi buscar uma metodologia de
aprendizagem por meio da qual se possa compreender melhor a descri¢do matematica e
as caracteristicas mais destacéveis do MBP, tanto no vacuo quanto sob o efeito da RA,
utilizando-se, como ponto de partida, a Segunda Lei de Newton, e aplicando-se 0s

métodos proprios da Dindmica e das EDO.

A abordagem utilizada é quantitativa. Segundo Knechtel (2014), este tipo de
pesquisa quantifica os dados, classifica a relagdo entre as variaveis de interesse e tem,
como foco principal, determinar se as teorias generalizadas sobre o assunto tém ou nédo

veracidade cientifica através da experiéncia e descricao.

Quanto a estratégia de investigacao de pesquisa, utilizou-se a explicativa, do ponto
de vista do pesquisador, conforme destaca Gil (2008): “Este ¢ o tipo de pesquisa que mais
aprofunda o conhecimento da realidade, porque explica a razdo, o porqué das coisas. Por
iSO mesmo é o tipo mais complexo e delicado, ja que o risco de cometer erros aumenta

consideravelmente”.

3.2 Solucgdes para as Equacdes do Movimento de Projéteis com a Resisténcia do Ar

As equacOes para 0 MBP com RA apresentadas na Secdo 2.2 e obtidas por meio
da introducdo da forca de arrasto do ar, ﬁR, na equacao 2.2 (Segunda Lei de Newton), tém
solucdes: (i) analiticas, quando o modelo para a forca de arrasto é F = —a#; ou

(ii) numéricas, quando o modelo é Fr = —Bv29.

Para a solucdo do caso (i), expresso pelas equacdes 2.12 e 2.13, para v,(t) e
v, (t), e 2.14 e 2.15, para x(t) e y(t), respectivamente, foram utilizados os métodos
analiticos estudados no &mbito das EDO, como separagdo de variaveis, fator integrante e
coeficientes a determinar, com o intuito de se verificar e discutir as diferentes formas de
solucgéo para as EDO. O principal método, aqui utilizado e apresentado na Se¢éo 3.3, foi
0 da separacgdo de variaveis (0 restante € apresentado no Anexo A). Por meio das solucdes
analiticas obtidas para v,(t), x(t), v,(t) e y(t), foram determinadas as equagGes do
tempo de subida, da altura maxima, do tempo de voo, do alcance e da trajetoria.
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Para se buscar a solugdo do caso (ii), apresentado pelas EDO 2.19, para v,.(t), e
2.20, para vy, (t), devem ser aplicados métodos numéricos, descritos na literatura do
Célculo Numérico, como Euler e Runge-Kutta, por exemplo. Contudo, como os objetivos
deste trabalho foram apresentar e discutir solugcdes analiticas para 0 MBP com RA, e as
demais equacdes resultantes (como as para a altura maxima e o alcance, por exemplo)
ndo se utilizaram os métodos numéricos descritos acima, mas se incluiram caracteristicas
relevantes do movimento dado pelo caso (ii) no caso (i). Mais especificamente, em
relacdo ao uso de sua velocidade terminal (valor maximo do modulo da velocidade,
quando o projétil estd em queda vertical) e ao célculo do coeficiente de amortecimento,
conforme se detalha na Segéo 3.4.

3.3 Descricdo Matematica do Movimento Bidimensional de Projéteis sob a
Resisténcia do Ar

3.3.1 Componentes Horizontais do Movimento

Nesta Secdo, apresentam-se as solucdes, por meio da técnica de separacdo de
varidveis, das equacbes 2.12, para v,(t), e 2.14, para x(t). Por simplicidade, sem
prejudicar a qualidade dos resultados e de suas analises, consideraram-se soluc@es para
lancamentos realizados a partir da origem do sistema de coordenadas. Consequentemente,

as solucgdes apresentadas sao para x(0) = x, = 0.

O processo de resolucéo inicia-se com a separacdo das variaveis v, (t) e t, entre

os lados da igualdade da equacéo 2.12, isto é:

dv () «a dv (t)  «a
- w025 T T (3.1)

Em seguida, integra-se 3.1 no intervalo [0, t], lembrando que v, (0) = vy, = v, cos Oy:

Ldv,(t) o« t v, (t) o« v, (t) _a, ~ _a,
JO v, (1) B _aj(; dt = In fo(())l - _Et = 2.(0) =e m 2u(t) =vge ™

[24
v, (t) = vy cos B, e m" (3.2)

Para se determinar a posic¢ao x(t), ou seja, a solucdo da equacao 2.14, pode-se

dx(t)
dt

integrar a equacdo 3.2 no intervalo [0, t], lembrando que v, (t) = e x(0) = x, = 0:

a

dx(t a t t
® = v,cosf,e m = f dx(t) = v, cos 90[ e mtdt
0 0

dt
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x(t) — x(0) = v, cos 6, [— % (e‘%t — e—%o)]

m a
x(t) = vy cos b, E(l — e“ﬁt) (3.3)

3.3.2 Componentes Verticais do Movimento

De forma analoga a Sec¢do 3.3.1, apresentam-se as solucdes das equacGes 2.13,
para v, (t), e 2.15, para y(t). Conforme se explicou anteriormente, as solugdes
apresentadas sdo para lancamentos realizados a partir da origem do sistema de

coordenadas. Assim, y(0) =y, = 0.

Realizando-se a separacdo das variaveis v, (t) e t, entre os lados da igualdade da

equacéo 2.13, tem-se:

dv,(t) «a dv,(t) a dv,, (t)
Integrando-se a equacdo 3.4 no intervalo [0, t]:
t du,(t t
j _In® J dt (3.5)
0g+ mvy(t) 0
Utilizando-se o método da substituicdo, na equagdo 3.5 faz-se:
a du «a m
u=g +Evy(t) = d_vy = = dvy(t) = Edu
a
Parat = 0,v,(t) =v,(0) = vy, > u=g +Ev0y
a
Parat =t,v,(t) =v,() > u=g +Evy(t)
Assim, a equacao 3.5 fica:
a a
m (9tmv(® duy g+ vy (t) a
—f —=—t=>In|l—F——|=—=t
a m

g+%voy u g+mv0y
a a _a, m,a @, m
g+avy(t) =(g+av0y)e m = v, (t) =;(av0y+g)e m —;g (3.6)

Lembrando que vy, = v, sen 6, a equagdo 3.6 fica:
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-2y Mg

m
v, (t) = (vo sen 6, + 7g) e m p” (3.7)

Para se obter a funcdo da posicdo vertical em relacdo ao tempo, y(t), que

representa a solucdo da equacdo 2.15, integra-se a equacdo 3.7 no intervalo [0, t],

dy(t) _ _n-
i ey(0) =y, =0:

lembrando que v, (t) =

dy(t) mgy &, mg
BT (vosen60 +7)e meo—-=

fotdy(t) = (vo sen 6, + %)ft

a m t
e mtdt ——gf dt
0 a Jo

y(t) —y(0) = (vo sen 6, + %) [—E(e_%t - e_%o)] - %t

a a

= (vo sen 6, +@)m(1 —e_%t) —@t

a a
y(t) = (vo sen 6, + %)%(1 — e_%t) - %t (3.8)

3.3.3 Tempo de Subida e Altura Maxima

Para se determinar a altura maxima, H, necessita-se, primeiramente, encontrar o
tempo de subida, t,. Com esse objetivo e ja vislumbrando o processo de obtencdo das
equacdes para o tempo de voo, t,,, 0 alcance, R, e a trajetoria, y(x), consideraram-se as

seguintes relacOes para a simplificacdo desse processo, a saber:

=— 3.9

T=— (39)
m

X = vy cos b, — = Vo cos 0y T (3.10)
myg

Y = v, sen90+7= vosenf, + tg (3.11)

O tempo de subida é atingido quando o corpo atinge o ponto mais alto de sua
trajetdria, chegando a altura H. Nesse instante, a velocidade vertical é nula, isto &,
v, (ts) = 0. Entdo, a partir da equagdo 3.7, introduzindo as relages de simplificacédo

dadas pelas equacdes 3.9 e 3.11, tem-se:

m a m ts ts
vy, (ts) = (vo sen 6, + 79) e mbs — 7‘9 >0=VYe Tt —19g=>9e T =19
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ts g _ 9\ LAY vgsenby + g
———ln(?)zts——rln(?)—rln(5>—rln( - )

m a
ty = Eln (m—gvo sen, + 1) (3.12)

Para o tempo de subida, a equacao 3.8, com as 3.9 e 3.11, fica:

y(ts) = (vo sen 6, + %) % (1 - e_%ts) - %ts

t

H = 91 (1 - e_?s) _ gt (3.13)

Como, pelas equacdes 3.12, 3.9 e 3.11, o tempo de subida é dado por t; = rln(ﬁ),

g

substituindo-se este resultado na equacéao 3.13, obtém-se:
Tin(2 9 A 9
H =9t [1 —e fln(w)l —1gtln (—) _ 1{19 [1 —e 1“<Tg)l —1gln (—)}
g g
_ In g9 9 _ g )
=1 19[1 —e (19)] —Tgln(aﬂ = r[ﬁ(l —g) —Tgln<5>]

=T:ﬁ—rg—rgln<%)] =T{‘9‘T9[1+1“<%>]}

vy senf, + Tg)}}
9

=T vosen90+rg—rg[1+ln<

v, sen 6,
= T{‘UO senf, —tg [—1 +1+ ln(T+ 1)]}

=2 vosend, - “in (= 0 +1))|
= |vosenfo ——=In mgvo sen 6,
H—m[ 0 mgl (a 0 +1)] 3.14
= vy sen 8, o n mgvosen 0 (3.14)

3.3.4 Tempo de Voo e Alcance Horizontal

Para se determinar uma equacao para o alcance, R, precisa-se do tempo de voo,
t,, que, seguindo a ideia apresentada na Secdo 1.2.4 para 0 MBP no vacuo, é obtido por
meio da equacéo 3.8, quando y — y, = 0. No caso em analise, como se esta considerando
lancamentos a partir da origem, isso ocorre quando y(t) = y(t,) = 0. Dessa forma, pelas

equacoes 3.8, 3.9 e 3.11, tem-se:
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mg\m _a mg b
y(t,,)=0=(vosen60 +7);(1—e mt")—7t,,:>191(1—e T)—Tgt,,zO

) g )
‘L'gtv=l9‘[(1—e r)=>5tv=1—e T

Log
et +§tv =1 (3.15)

O resultado 3.15 é uma equacdo transcendental ou transcendente. Nesse tipo de
equacdo, ndo se consegue isolar a variavel de interesse (t,,, no caso) da mesma forma que
se faz em equacdes algébricas, uma vez que as transcendentes ndo podem ser reduzidas a
um polindmio igual a zero, do qual, posteriormente, suas raizes ou solu¢des podem ser
encontradas, sendo, portanto, necessario recorrer ao calculo numérico para obter uma
solucdo. Logo, buscou-se utilizar uma ferramenta matematica apropriada para se obter,

ao menos, uma solucéo aproximada para a equacgdo 3.15: a expansdo em Série de Taylor

ty

paraafuncdoe ~.

Segundo Stewart (2013), se uma fungdo f(t) tiver uma representacédo (expanséo)
em série de poténcias, T'(t), em torno de t,, isto é, se:

[ee]

[t =TO =) elt—t", lt=tl <o  (316)

n=0
em que o € o raio de convergéncia da série de poténcias. Entdo, seus coeficientes, c,,, sdo
dados por:

_ 4 t) L

" T Az nl (3.17)

Desse modo, aplicaram-se as equacdes 3.16 e 3.17 para expandir e‘% em torno
de t, = t,, cujo valor é dado pela equacdo 3.12. Decidiu-se por esse valor para t,,
tomando-se por base o caso do MBP no vacuo, no qual o tempo de subida, tg, &,
exatamente, o0 instante em que a particula se encontra na metade de sua trajetoria e,
consequentemente, na metade de seu alcance. Portanto, os valores de tempo, para 0 MBP
com RA, também devem estar em torno de t., apesar da falta de simetria na trajetoria

deste tipo de movimento.

: N L )
Entdo, por meio da aplicacdo da Série de Taylor, para e = em torno de t, = tq,

geram-se polindmios até o grau que se desejar. Contudo, apesar de se aumentar a precisdo
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dos resultados, quanto maior for o grau do polinémio, mais dificuldades se encontram
para determinar t,, ao aplicar o resultado da série na equacdo 3.15. No Capitulo 4,
apresentam-se 0s detalhes da obtencdo de um polindmio de quarto grau como
aproximacdo para a equacao 3.15, assim como os resultados do calculo numérico do valor
de t,, por meio do software Geogebra, para um exemplo especifico de MBP sob RA.
Adicionalmente, neste mesmo capitulo, sdo apresentados alguns resultados para o alcance
determinados por meio da aplicacdo, na equacdo 3.3, dos valores de t,, calculados, por
meio desta metodologia. Alternativamente, para se ter uma aproximacao por meio de uma
solucdo analitica para o calculo de t,,, utilizou-se a expansao até um polinémio de segundo

grau, cuja forma é a seguinte:

¢ 1t 1 _ts(t, —tg)?
et (3.18)

Optou-se por essa aproximacao, pois, além de se obter mais facilmente uma solucéo
analitica para t,, 0s termos seguintes da série apresentam valores bem menores em
relagdo aos apresentados na equacdo 3.18, para casos em que o0 coeficiente de
amortecimento, a, € pequeno, 0 que € comum para corpos esféricos de dimensdes

pequenas em movimento sob a resisténcia do ar (conforme se apresentara na Secéao 3.4).

n

. 1 a .
Isso se verifica pelos termos — = para n > 3, que se aproximam de zero, para
hn!

mnn!’

maiores valores de n. Assim sendo, substituindo-se a equacdo 3.18 na 3.15, obtém-se:

Loty —t b (ty—t)? Log
e T — e T+Te T+5tv=1 (3.19)

Para facilitar o processo de resolucédo da equacgdo 3.19, introduzindo mais uma relacéo de
simplificacdo, a saber:

_Ls

E=e 1 (3.20)
Assim, substituindo na equacdo 3.20 na 3.19, fica-se com:

tv_ts (tv_ts)z g tv_ts (tv_ts)z g 1
e+ e+=t,=1=>¢|1-— + +—t,——| =0
T 272 977 T 272 eV €

£ —

(tv B ts)z . ty — ts 9

272 T J¢
t2 —2t,t+t2 t,—t; g e—1
- +=t, + =0
272 T Je £
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1 ts 1 g t2 oty e—1
et T\t Tyt et T T
2 2(9ets + 19e — 12 g) - gt + 2tst, + 21%(e — 1) _

v Ve v €

0

0 (321

Chamando, na equagéo 3.21:

B 2(9ets + 9 — 12 g) e o st? + 2tetg + 21%(e — 1)
B Ve B €

Fica-se com:
t2—Bt,+C=0

Cuja solucdo, tomando-se apenas a raiz positiva (cujo valor € fisicamente possivel), é:

B +VB? —4C
t, = 5

B+1 32(1
2 2 N

Substituindo os coeficientes B e C, na solucédo obtida, obtém-se:

Jet. + 19¢ — 772 et2 + 2tet. + 212(e — 1
=— g 14—]1—- > > ( )ﬁze (3.22)

t
v Ie (Yets + 9 — 12g)?

Optou-se por ndo substituir as equacgdes 3.9, 3.11, 3.12 e 3.20 na 3.22, para

explicitar, respectivamente, t, 9, ts e €, em razdo do tamanho que ela assumiria.

Com o valor de t,, calculado por meio da equagéo 3.22, pode-se obter, de forma
aproximada, o alcance, aplicando esse valor na equagdo 3.3. Entretanto, como um dos
objetivos do trabalho foi obter as equagdes analiticas para as grandezas de interesse para
0 MBP com RA, buscou-se outra alternativa para a determinacao do alcance.

Uma vez que se tenha o tempo de subida, t,, calculado por meio da equagéo 3.12,
e 0 tempo de voo, t,, obtido por meio da equacdo 3.22 ou por método numeérico
(conforme se vera no Capitulo 4), define-se uma constante de proporcionalidade, 4, entre

estes tempos, isto é, t,, = Atg. Consequentemente, da equacdo 3.12, tem-se:

t—/u—,lml(a 9+1) 3.23
v — /Mtts — (angvoseno ( )
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A equacdo 3.23 apresenta uma forma mais simples que a 3.22 (apesar de ainda
ser dependente dela ou de outra para se obter 1) e viabiliza o seu uso para a determinagao

de uma equacao explicita para o alcance. Assim sendo, substituindo-se t,, na 3.3, tem-se:
m a
x(t,) =R = vycos b, E(l - e“ﬁt") (3.24)

Utilizando as relacdes de simplificacdo dadas pelas equacgdes 3.9, 3.10 e 3.11, nas 3.23

e 3.24, obtém-se:

9
t, = Atln (E) (3.25)

ty

R= x(l - e_?> (3.26)

Substituindo a equacdo 3.25 na 3.26, fica-se com:

R = X[l - e"%l“(%)l = X[l - e"““(%)l =y

Tg\* m (mg a )’1
Xl (19) l Vo €08 Oa[ a voasenf, +mg

R = vy cos 6, % ll — ( g )Al (3.27)

-1
1 - eMleg)

voa senfy, + mg

3.3.5 Equacao da Trajetdria

Seguindo o procedimento, realizado na Se¢do 1.2.5, para a obtencdo da equacéo
da trajetéria do MBP no vécuo, deve-se isolar, na equacdo 3.3, o tempo t em funcéo da
posicdo x para, assim, substituir o resultado na equacdo 3.8 e determinar y(x). Desse

modo, aplicando, novamente, as relagdes de simplificacdo 3.9 e 3.10 na 3.3, tem-se:

m _a, ot
x(t) =v0c05903(1—e m ) =)((1—€ r)

t X _t X x
1_9 T=—€e T:1——$——:1n( __)
x ot X
¢ 1(1 x) (3.28)
=—tln{1-—- _
X
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Substituindo a equacgéo 3.28 na 3.8, incluindo as relagdes de simplificagédo 3.9 e 3.11,

tem-se:

y(t) = (vo sen 6, + %)E(l - e_%t) - %t =91 (1 - e_%t> — gt

a
y(x) :191'(1_8-[11‘1(1 x>>+1’g1’ln<1——> =T[l9 (1—1+—)+Tgln<1——>]
X X X
v x vy sen b, + g x
=T[—x+rgln<1——>]=r[ x+rgln(1——)]
X X Vo Cosby T Vo cosbyT
g 2 ( >
(tan@o +v0 cosHo)x-l-T gmn VgCosbOy T

2

()—(t 9+m g)+ml(16Z x) 3.29
e N A A m v, cos 6 (329)

3.4 Geracdo de Perfis Computadorizados

A partir das solucdes para 0 MBP no vacuo, apresentadas na Se¢do 1.2, foram
gerados perfis do movimento, apresentando-se a trajetéria (equacdo 1.17), por meio da
programacédo das equacOes 1.6, 1.7 e 1.8 no software Excel. Adicionalmente, foram
determinados o tempo de subida (equac¢do 1.10), a altura maxima (equacdo 1.11), o
tempo de voo (equacdo 1.12) e o alcance (equacdo 1.13) para diferentes condicGes
iniciais, ou seja, para diversos valores de posicdo, velocidade e angulo de lancamento,

escolhidos pelo autor.

O mesmo foi realizado para o caso (i) do MBP com RA, a partir das equacGes
obtidas na Secdo 3.3, considerando o projétil no formato esférico, de pequenas dimensdes
(em relacéo a altura méaxima e ao alcance), e a viscosidade dinamica do ar encontrada na
literatura (1 = 1,81 x 107° Pa - s). As simulacdes foram realizadas para o langamento de
trés corpos esféricos distintos: a) bola de gude de aco; b) bola de bilhar e c) bola de
futebol. Na Tabela 1, séo apresentadas as informacdes (massa, m, raio, r, e area de se¢ao
transversal, A, considerada como um circulo), referentes a cada um dos trés corpos
esféricos, utilizadas para a efetivacdo das simulagdes. Os valores, para a massa, m, € 0
raio, r, de cada um dos trés corpos, apresentados na Tabela 1, foram obtidos por meio de

pesquisa na internet, enquanto a area foi calculada utilizando a equacéo para o circulo.
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Utilizando-se os mesmos pardmetros de langcamento, isto é, velocidade, v,, e
angulo, 6,, foram realizadas simulag¢Ges para que se pudessem fazer comparagdes diretas
entre 0 MBP com RA, para os trés corpos em estudo, e no vacuo, tracando-se perfis na
mesma figura e analisando as diferencas entre os valores obtidos para: tempo de subida,
ts, de voo, t,, e razdo entre eles, 1 = t,,/t,; altura méxima, H; alcance, R; angulo para o
alcance maximo, 6,,,; e alcance maximo, R,,. Os resultados mais destacaveis foram

organizados em tabelas e s&o apresentados no Capitulo 4.

Tabela 1 — Dados de cada um dos trés corpos utilizados para as simulagdes de MBP.

(unidgdr;ngszriidida) Bola de Gude Bola de Bilhar ~ Bola de Futebol
m (kg) 1,39 x 1072 0,160 0,429
r (m) 7,50 x 1073 5,20 X 1072 0,110
A (m?) 1,77 x 10~* 8,50 x 1073 3,80 x 1072

Fonte: Do Autor (2023).

3.4.1 Determinacgéao do Coeficiente de Amortecimento

Uma vez que o modelo de Stokes para o coeficiente de amortecimento, «a,
apresentado na Secdo 2.2, pela equacdo 2.10, funciona bem apenas para situagdes em que
a velocidade de movimento do corpo, em relagdo ao fluido que o cerca, é muito baixa,
buscou-se uma alternativa para gerar valores de a mais realisticos para as simulacdes.
Verificou-se a necessidade dessa metodologia em razdo dos valores de a encontrados,
por meio da aplicacdo da equacdo 2.10, para cada um dos corpos utilizados para as
simulagdes, ou seja, as bolas de gude, de bilhar e de futebol, terem sido, respectivamente:
a; =2,56x107%kg /s, a, =177 x107°kg /s e ar = 3,75 x 107> kg / s. Desse
modo, ao se aplicarem esses valores, de ordem de grandeza muito baixa para o MBP sob
RA, nas equacOes apresentadas na Secdo 3.3, e se realizarem as devidas simulacfes
computadorizadas, ndo foram obtidos resultados satisfatorios, pois os perfis e os valores
das variaveis de interesse, como alcance, por exemplo, apresentaram diferengas minimas

(a partir da quarta casa decimal) em relacdo ao MBP no vécuo.

Segundo Rossini et al. (2020), o modelo de Stokes é adequado apenas para
particulas que se deslocam com baixas velocidades através de fluidos muito viscosos,

como, por exemplo, pequenos corpos esféricos em queda no interior de algum tipo de
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6leo. Sendo assim, para que se obtivessem resultados mais realistas e adequados aos
objetivos desse trabalho, fez-se uma combinacéo, utilizando o modelo para o coeficiente

de amortecimento S, dado pela equacdo 2.17, e 0 modelo Fp = —ab, para a forca de
arrasto (equacéo 2.9). O procedimento foi o0 seguinte: considerou-se a situagdo em que 0
corpo esféerico esta em queda vertical sob o efeito da forca de arrasto, dada pela equagédo
2.9, e chegou a sua velocidade terminal, v,. Quando isto ocorre, a aceleracéo € zero e 0
maodulo da forca de arrasto iguala-se ao modulo da forga gravitacional. Pela equagédo 2.11,

tem-se:

a=—= (3.30)

Para se determinar a velocidade terminal e, consequentemente, o coeficiente de
amortecimento, para cada um dos trés corpos esféricos utilizados nas simulacdes, repetiu-

se 0 procedimento, mas aplicando as equacgdes 2.16 e 2.17, na 2.11, ou seja:

-

- - 17 = - - =
FR+@=mE=0:>FR=—1~jg=>|FR|=|—Fg|=>ﬁv§ =mg
2mg
= |—= 3.31
Ut »AD ( )

Com a equacdo 3.31, os dados de massa e area, da Tabela 1, e os valores de massa
especifica do ar (p, = 1,25 kg / m3), aceleragdo gravitacional (g = 9,81 m /s?) e
coeficiente de arrasto (D = 0,48), encontrados na literatura, calcularam-se as velocidades
terminais para as bolas de gude, de bilhar e de futebol, cujos valores obtidos foram,
respectivamente: v., = 50,7m /s, vy, =248m /s e v = 19,2m /5. Utilizando
estes resultados para as velocidades terminais e a equacdo 3.30, determinaram-se oS
novos coeficientes de amortecimento, cujos resultados foram: a, = 2,69 x 1073 kg /s,
ap =632x107%kg /s e ar = 0,219 kg / s. Portanto, obtiveram-se coeficientes com
valores fisicamente mais realistas (da ordem de grandeza cerca de mil vezes maior que 0s

anteriores) e adequados para as simulacdes do presente trabalho.
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3.4.2 Obtencéo da Velocidade Maxima de Langcamento

Para se realizarem simulacbes com valores realisticos de velocidade e,
consequentemente, de tempo de voo e de alcance, garantiu-se que o modulo da
componente vertical da velocidade, vy, ndo superasse o valor da velocidade terminal, v,
para cada um dos corpos sob estudo, uma vez que este € o valor maximo de v, que um
corpo pode atingir, em queda vertical, sob a atracéo gravitacional e o efeito da RA. Assim,
definiu-se um valor maximo de velocidade de lancamento, v,,,. O procedimento foi
realizado a partir da informagdo de que o modulo de v, na chegada é menor que no
langamento (no MBP no vacuo sao iguais), considerando-se, dessa forma, que vy, < v;.
Portanto, como v, = v, sen 8, 0 valor maximo de vy, seria vy, = vom sen by = v;.
Por conseguinte:

V¢

= 3.32
Vom = Sen 6, ( )

Desse modo, o valor da velocidade de langamento, v, para as simula¢es realizadas para

cada um dos trés corpos considerados, foi estabelecido com base nas velocidades v, v¢,
ou v.r, € nNo angulo de lancamento, 6, escolhido. Na Tabela 2, sdo apresentados

exemplos de valores de vy,, para cinco angulos de langcamento distintos, para cada um

dos trés corpos esféricos utilizados para a realizacao das simulacdes.

Tabela 2 — Exemplos de valores maximos de velocidade de lancamento para diferentes

angulos, utilizados como parametros limite para as simulacdes.

Bola de Gude Bola de Bilhar Bola de Futebol

6o (°) Vom (M /'S)

15,0 196 95,8 74,2
30,0 101 49,6 38,4
45,0 71,7 351 27,2
60,0 58,5 28,6 22,2
75,0 52,4 25,7 19,9

Fonte: Do Autor (2024).
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3.5 Experimento para a Validacdo do Modelo Matemético

Preparou-se um experimento, por meio da construcéo de um Langador de Projéteis
(LP), utilizando-se material de baixo custo, com o objetivo de se coletarem dados para a
verificacdo da validade do modelo matematico do MBP com RA, apresentado na Sec¢éo
3.3. Realizaram-se as repeticdes do experimento numa sala de aula da Escola Normal
Superior, da Universidade do Estado do Amazonas (UEA), restringindo-se, ao maximo,
a possibilidade da ocorréncia de ventos. Nas Subsecdes seguintes, apresentam-se como
se construiu o LP e os procedimentos experimentais utilizados, juntamente com todo o

material utilizado, tanto para a coleta quanto para o tratamento dos dados.

3.5.1 Construcédo do Lancador de Projéteis
Para a construgdo do LP, utilizaram-se os seguintes materiais:

e Um pedaco de tubo de PVC com cerca de 2,3 cm de didmetro;
e Dois pedacos de madeira de cedro;

e Uma liga de soro;

e Quatro parafusos para a base;

e Dois parafusos grandes;

e Duas arruelas de parafuso;

e Uma corda de nylon;

e Uma esfera de rolamento de aco com cerca de 38 g.

Iniciou-se a construcdo do LP com o corte de um pedaco de cedro de 33,5 cm de
comprimento por 6,00 cm de largura, para servir de base, e se abriram dois espacos
laterais no centro dessa base, para se encaixarem dois suportes para o tubo. Depois, se
colocaram quatro parafusos para prender os suportes a base e se colocou um parafuso
grande para fazer a ligacdo das partes superiores desse suporte, como se vé na Figura 6.
Ap0s isso, fizeram-se aberturas nas laterais do tubo para se colocarem as duas arruelas de
parafuso, juntamente com o prego que serve para lancar a esfera (projétil). Amarrou-se,
aponta do tubo e as arruelas, uma liga de soro para exercer a forga elastica para o impulso,
e, abaixo da arruela, amarrou-se a corda de nylon para puxar o encaixe da esfera
juntamente com o elastico. Fizeram-se, também, furos transversais para fixagdo de
pregos, caso se desejasse prender a esfera em uma determinada posicéo e libera-la ao se

retirar o prego.
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Figura 6 — Fotografia digital do lancador de projéteis.

Fonte: Do Autor (2024).

3.5.3 Procedimentos Experimentais com o Lancador de Projéteis

A efetivacdo do experimento contou com a participacao de trés pessoas: o autor e
o orientador deste TCC e um aluno egresso do curso de Licenciatura em Matemaética da
UEA, autor de outro TCC com o mesmo orientador, e agora doutorando no programa de
pos-graduacdo em Fisica Ambiental da Universidade Federal do Mato Grosso. As
repeticdes dos langcamentos foram efetuadas sobre uma mesa branca, na qual se fizeram
marcagoes, de 10 em 10 cm, com o uso de uma trena (Figura 7) e uma lapiseira. Depois,
a regido em que se verificou maior probabilidade de chegada do projétil, se subdividiu

em centimetros.

Figura 7 — Fotografia digital da mesa utilizada para os langamentos, destacando-se a

regido subdividida em centimetros.

Fonte: Do Autor (2024).
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Antes de se iniciarem as repeticdes, apoiou-se 0 LP sobre uma cadeira,
posicionando sua extremidade de disparo no inicio da mesa, , como se observa na Figura
8, uma vez modelo matematico foi estruturado para niveis de lancamento e chegada
iguais. Mediu-se o angulo de langcamento, 8,, com um transferidor, alinhando-o ao lado

do LP e se encontrou 8, = 40,0°.

Figura 8 — Fotografia digital do posicionamento do LP com a saida do projétil no mesmo
nivel da mesa e no qual se fez a medigdo do angulo de langamento.

Fonte: Do Autor (2024).

Para a determinagéo da velocidade de langcamento, v,, marcou-se uma distancia
dx = 4,0 cm sobre a mesa de experimentacdo, logo apds o ponto de saida do projétil
(extremidade direita do cano de PVC, na Figura 8), e se realizaram filmagens digitais em
super camera lenta (480 quadros por segundo) e camera lenta (240 quadros por segundo),
com um celular Samsung Galaxy A54, para cada repeticdo de lancamento, conforme se
vé na Figura 9. A partir das filmagens, e utilizando o software de video Shotcut, que
apresenta recursos como aproximacdo da imagem e animacdo quadro a quadro,
estimaram-se os intervalos de tempo, §t, em que a esfera de aco percorreu a distancia
éx = 4,00 cm. Adicionalmente, calculou-se a distancia real percorrida, dp, na saida da
esfera, uma vez que o angulo de lancamento foi 40,0° e a marcag@o na mesa foi feita na
horizontal, ou seja, 5x/6p = cos 6, (Figura 10). Assim, calculou-se v, para cada uma
das repeticdes do experimento, por meio da expresséo:

_8p 6x/cosBy 4,00x107%/cos40,0 522x 1072
WSS T T s St B St

(3.33)

na qual:
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n? de quadros
ot =

quadros / s (3:34)

Dessa forma, por meio das filmagens verificadas no Shotcut, conforme se apresenta na
Figura 11, contou-se 0 nimero quadros entre a saida da esfera de aco do cano de PVC e
a sua passagem pela linha marcada, e relacionou-se ao numero de quadros por segundo
da configuracédo do celular. Por exemplo, para uma filmagem no modo super camera
lenta, com oito quadros entre a saida e a passagem pela linha marcada, obtém-se o
intervalo de tempo 8t = 8,00/480 = 1,67 X 1072 s e a velocidade v, = 3,13 m / s.

Figura 9 — Fotografia da filmagem digital, em camera lenta, do disparo do projétil para a

determinacéo do intervalo de tempo em que a esfera percorria x = 4,0 cm.
~

Fonte: Do Autor (2024).

Figura 10 — Representacdo das distancias para o céalculo da velocidade de langamento.

Fonte: Do Autor (2024).
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Figura 11 — Um dos quadros do movimento de saida da esfera de ago visto no Shotcut.

e - BE3

Fonte: Do Autor (2024).

Além das filmagens da saida do projétil, realizaram-se filmagens adicionais para
a obtencdo do seu alcance em cada uma das repeticbes de langamento. Para essas
filmagens, se utilizou um celular iPhone 12, no modo camera lenta, conforme é mostrado
na Figura 12. De mais a mais, como alternativa, caso se necessitasse de alguma
metodologia adicional para se obter os dados dos lancamentos, usou-se uma camera
Nikon Coolpix P600 para a filmagem lateral das repeticdes do experimento. Na Figura
13, apresentam-se alguns dos materiais utilizados para as medidas e filmagens.

Figura 12 — Fotografia da filmagem digital, em camera lenta, do ponto de chegada de
cada lancamento, para a medida do seu alcance.

=

Fonte: Do Autor (2024).
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Figura 13 — Materiais utilizados para a execucao do experimento.

Fonte: Do Autor (2024).

Anotaram-se os dados de dez repeti¢cbes bem-sucedidas, pois se precisou realizar
um ndmero um pouco maior que esse, ja que algumas vezes nao se obteve sucesso na
coleta dos dados, principalmente, quando se tentaram filmagens de saida em super cAmera
lenta. Isso se explica pelo fato de o celular Samsung A54 permitir filmagens desse tipo
durante, somente, seis segundos, dificultando a sincronia entre a execucao do langamento

e a filmagem dentro desse intervalo.

Os dados coletados e os resultados do experimento, assim como as comparagoes

com o modelo matematico estdo descritos no Capitulo 4.
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CAPITULO 4
RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 Simulacdo e Comparacao de Lancamentos no Vacuo e sob a Resisténcia do Ar

Por meio das equacdes apresentadas no Capitulo 1, para o MBP no véacuo, e no
Capitulo 3, para o MBP sob RA, e do software Excel, foram efetuadas diversas simulagdes
para se determinarem as principais caracteristicas deste tipo de movimento e se realizarem
as comparagdes entre os resultados para cada um dos quatro casos estudados, a saber:
C1) vécuo; €2) bola de gude; €3) bola de bilhar; C4) bola de futebol. Essas simulacGes
foram realizadas considerando-se lancamentos a partir da origem do sistema de
coordenadas, isto &, (x,, y,) = (0,0), e chegadas ao mesmo nivel vertical do lancamento,
ou seja, y(t,) = 0. Adicionalmente, para essas simulacdes, variou-se o tempo, t, de 0 até
o valor em que y(t,) = 0, em passos de um centésimo de segundo (6t = 1,0 X 1072 s).
Por meio desse procedimento, pode-se determinar, também, com boa precisdo, 0s tempos
de subida, t,, quando se registrou o valor maximo para y(t), pois y(t;) = H, € 0 tempo

de voo, t,, quando se obteve y(t,) = 0.

O resultado de uma dessas simulacGes € apresentado na Figura 14, na qual se
observam as trajetorias para cada um dos quatro casos, tendo, como dados de entrada,
6, = 35,0° e v, = 33,5m /s, respeitando-se o limite de velocidade de langcamento

determinado para a bola de futebol, conforme detalhado na Se¢éo 3.4.2, para 8, = 35,0°.

Figura 14 — Trajetérias do MBP para cada um dos quatro casos estudados (vacuo, bola

de gude, bola de bilhar e bola de futebol), obtidas nas simulacdes.

20 3
18 A ]
16 4 —vacuo
—Bola de Gude
14 1 —Bola de Bilhar
12 ~ —Bola de Futebol
10 A
8 -
6 -
4 .
Z |
0 T T T T T ol
0 20 40 60 80 100 120

Fonte: Do Autor (2024).
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Aplicando a equacdo 3.27, realizaram-se diversos testes e simulagdes, variando o
angulo de langamento, 6, de 89,9° a 0,01° a fim de se encontrar o alcance maximo, R,,,
e 0 angulo para o alcance maximo, 6,,,, para 0s casos C2, C3 e C4. Adicionalmente,
verificou-se que ndo ha uma relacdo entre angulos complementares, como se observa para

0 caso C1.

Na Tabela 3, sdo mostrados os dados das simula¢des que geraram a Figura 14, a
saber: tempo de subida, t,; tempo de voo, t,; razdo entre t, e t, A; altura méxima, H;

alcance, R; alcance mé&ximo, R,,; angulo para o alcance maximo, 6,,,.

Tabela 3 — Dados obtidos nas simulacdes do MBP no vacuo e dos lancamentos sob RA

dos trés corpos em estudo (bolas de gude, de bilhar e de futebol).

irna}gggzeg‘ Vécuo Bolade Gude  Bola de Bilhar Bola de Futebol
ts (s) 1,96 1,66 1,45 1,36
t, (s) 3,92 3,52 3,24 3,11
A=t,/ts 2,00 2,12 2,23 2,29
H (m) 18,8 15,1 12,6 11,6
R (m) 108 70,1 50,1 42,8
R,, (m) 114 70,3 50,3 43,3
Bom (°) 45,0 37,3 32,2 29,9

Fonte: Do Autor (2024).

Pelos dados da Tabela 3, verifica-se que, para 0 MBP com RA, A é sempre maior
que 2,00, ou seja, que o tempo de voo é mais que o dobro do tempo de subida, implicando
que o tempo de queda € maior que o de subida. Este resultado era esperado, uma vez que
o efeito do arrasto diminui a altura méxima atingida (em relacdo ao vacuo) e, como
consequéncia, durante a queda, o projétil ndo atinge os mesmos valores de velocidade
para 0s mesmos niveis verticais da subida. O caso de MBP com RA em que os dados séo
mais préximos do C1 (vacuo) é o €2 (bola de gude), como se pode ver na Tabela 3. O
caso C4 (bola de futebol), foi 0 que mais se afastou do caso C1. Isso se explica por sua
maior area superficial, que proporciona maior efeito da resisténcia do ar e resulta em
menor alcance. Outro dado interessante é o angulo para o alcance méximo, 8,,,, para
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cada um dos casos do MBP com RA. Verifica-se que os valores de 8,,,, para 0s trés casos
(C2, C3 e C4), coincidentemente, encontram-se me torno 35,0°, que foi o valor usado

para 6, para se efetuarem as simulagdes.

A Tabela 4 mostra as razdes, em porcentagem, entre os dados gerados nas
simulacfes dos lancamentos dos casos sob RA, €2, C3 e C4, e no vacuo, C1. Por meio
das razbes apresentadas, confirma-se que os dados do caso C2 (bola de gude) se
aproximam mais do caso C1 (vacuo). Dessa forma, verifica-se que, quanto mais denso
for o corpo e menor for sua area superficial, maior sera o seu alcance, pois conseguira

“cortar” o ar com mais facilidade, sofrendo menos o efeito da forca de arrasto.

Tabela 4 — Razdes entre os dados do MBP sob RA (com subindice RA) e do MBP no

vécuo (com subindice V).

% Bola de Gude Bola de Bilhar Bola de Futebol
tsra/tsy 84,8 74,1 69,3
tora/tov 89,9 82,7 79,5
Hga/Hy 80,3 67,0 61,4
Rpa/Ry 65,2 46,6 39,8

Ripra/Rmy 61,4 44,0 37,9

Fonte: Do Autor (2024).

Na Figura 15, observam-se trajetorias geradas a partir de simula¢cdes para o caso
C1, nas quais se variou, somente, o angulo de langamento, 6,, com dois deles sendo
complementares, e mantendo-se a velocidade inicial fixa (v, = 33,5 m / s). Verifica-se,
conforme ja descrito por Galileu, que o maior alcance ocorre para o angulo de 45,0°,
como se registrou na Tabela 3. Para esse caso em especifico, tem-se a igualdade de valores

de alcance para angulos complementares.

Ainda, realizando estudos com dados de simulagfes do caso C1, fez-se uma
analise com o objetivo de se encontrarem o0s alcances horizontais, variando,
primeiramente, o angulo de lancamento e, posteriormente, a velocidade inicial. Alguns

dos resultados s&o apresentados na Tabela 5.
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Figura 15 — Trajetorias do MBP para o caso C1 (vacuo), obtidas em simulacfes nas quais
houve alteragdo, somente, nos valores do angulo de langamento (manteve-se
vo =33,5m/s).

0 20 40 60 80 100 120

Fonte: Do Autor (2024).

Tabela 5 — Dados obtidos em simula¢Bes para o caso €1 (vacuo), em que Sse variaram,

primeiro, o dngulo de langamento e, depois, a velocidade inicial.

6o (°) Vo (m /'s) s () ty (s) H(m) R (m)
45,0 33,5 2,42 4,84 28,6 114
28,0 33,5 1,61 3,22 12,6 94,7
62,0 33,5 3,02 6,04 44,6 94,8
45,0 29,0 2,10 4,20 21,4 85,7
45,0 23,0 1,66 3,32 13,5 53,8

Fonte: Do Autor (2024).

Pela Tabela 5, verifica-se que tanto o tempo de subida, t, quanto o de voo, t,,, S0
maiores para o maior angulo de langcamento, 6, (nesse caso, 62,0°); em contrapartida,
quanto menor for 8,, menores serdo os valores de t, e t,. E interessante observar,
também, que a razdo A = t,/t, permanece a mesma (A = 2,0), independentemente das
condicGes iniciais (6, e v,) de langamento. Em relacdo a altura maxima, H, percebe-se

gue quanto maior for 8,, maior sera H, como se observa, também, na Figura 15.

Na Figura 16, sdo mostradas as trajetorias obtidas em simula¢fes para trés

velocidades iniciais distintas, mantendo-se 8, = 45,0°. Observa-se que 0s perfis se
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apresentam de maneira muito similar, diferindo apenas no seu alcance, cujo valor sera

maior para a velocidade inicial mais alta.

Figura 16 — Trajetorias do MBP sem RA para 0 caso C1 (vacuo), obtidas em simulagdes
nas quais houve alteragéo, somente, nos valores de velocidade de langamento

(manteve-se 6, = 45,0°).
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Fonte: Do Autor (2024).

Pelas simulacGes apresentadas na Figura 16, realizadas mantendo-se 6, = 45,0°,
percebe-se que quanto maior for a velocidade de lancamento, v,, maior sera também a
altura maxima, H, conforme ja verificado, anteriormente. Da mesma forma para ¢t e t,,

que sdo maiores para o0 maior valor de v, , que nesse caso foi 33,5m /s.

Na Figura 17, observam-se trajetorias geradas a partir de simula¢cdes para o caso
C2, nas quais se variou, somente, o angulo de lancamento, 6,, com dois deles sendo
complementares, e mantendo-se a velocidade inicial fixa (v, = 33,5 m / s). Verifica-se
que o maior alcance ocorreu para o angulo de 37,3°, conforme se registrou na Tabela 3.
Adicionalmente, logra-se que ndo ha igualdade entre os alcances para angulos
complementares, como ocorre para langamentos no vacuo, mas, curiosamente, se

verificaram valores relativamente préximos entre os angulos de 25,0° e 52,7°.

Continuando as andlises com os dados das simulac¢des do caso €2, verificou-se a
variacdo do alcance com o angulo de langcamento e, posteriormente, a velocidade inicial.

Alguns dos resultados sdo apresentados na Tabela 6.
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Figura 17 — Trajetdrias do MBP sob RA para o caso C2 (bola de gude), obtidas em
simulagdes nas quais houve alteragdo, somente, nos valores do angulo de

lancamento (manteve-se v, = 33,5m / s).

30

Fonte: Do Autor (2024).

Tabela 6 — Dados obtidos em simulacdes para o caso C2 (bola de gude), em que se

variaram, primeiro, o angulo de langcamento e, depois, a velocidade inicial.

6o (°) Vo (m /'s) ts (5) ty (s) H (m) R (m)
25,0 33,5 1,28 2,66 8,64 62,9
37,3 33,5 1,75 3,71 16,7 70,4
52,7 33,5 2,19 4,73 27,0 62,8
37,3 25,4 1,38 2,88 10,1 44,5
37,3 19,8 1,11 2,28 6,35 28,9

Fonte: Do Autor (2024).

A partir da Tabela 6, verifica-se que as observacgdes que se tiveram, para t, t, €
H, em relacdo 6, para os lancamentos do caso C1, se repetem. Contudo, a razéo entre os
tempos, A, € ligeiramente maior para trajetérias mais longas, que sdo causadas por valores
de 6, e v, maiores, mas ficou com valores em torno de 2,1. Em relagdo ao alcance

maximo, esse se deu para o angulo 6, = 37,3°, conforme se viu nos dados da Tabela 3.

Na Figura 18, apresentam-se trajetdrias obtidas em simulagdes para trés valores
de v,, mantendo-se 8, = 37,3°. Seguindo o padrdo do caso C1, observa-se que os perfis
se apresentam de maneira muito similar, com maiores alcances para maiores velocidades
iniciais. Adicionalmente, essa Figura reforca as observacdes feitas na Tabela 6.
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Figura 18 — Trajetdrias do MBP sob RA para o caso C2 (bola de gude), obtidas em
simulagdes nas quais houve alteracdo, somente, nos valores de velocidade

de langamento (manteve-se 6, = 37,3°).
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Fonte: Do Autor (2024).

A Figura 19 mostra trajetorias obtidas pelas simula¢Ges para o caso €3, em se
alterou, somente, o angulo de lancamento, 6,, com dois deles sendo complementares, e
mantendo-se a velocidade inicial fixa (v, = 33,5 m / s). Verifica-se que o0 maior alcance
ocorreu para o angulo de 32,2°, conforme se registrou na Tabela 3. Além disso, observa-
se que os alcances para angulos complementares apresentam valores bem distintos entre

si, afastando-se, bastante, do que ocorre para langamentos no vacuo.

Figura 19 — Trajetérias do MBP sob RA para o caso C3 (bola de bilhar), obtidas em
simulagdes nas quais houve alteragdo, somente, nos valores do angulo de

lancamento (manteve-se v, = 33,5m / s).
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Fonte: Do Autor (2024).
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Complementando a anélise com os dados de simulag¢fes do caso €3, procurou-se
relacionar o alcance com o angulo de langamento e, posteriormente, a velocidade inicial.
Alguns dos resultados sdo apresentados na Tabela 7. Pelos dados dessa Tabela, repetem-
se as observagdes anteriores, para 0s casos C1e C2, para t,, t,, € H, em relagdo 6,, e para
A, que cresce para trajetérias mais longas, mas fica em torno de 2,2, enquanto o alcance

maximo se deu para o angulo 6, = 32,2°, assim como se mostrou na Tabela 3.

Tabela 7 — Dados obtidos em simulagdes para o caso €3 (bola de bilhar), em que se

variaram, primeiro, o angulo de langcamento e, depois, a velocidade inicial.

6o () Vo (m /') ts (s) ty (s) H(m) R (m)
20,0 33,5 0,970 2,06 5,16 44,2
32,2 33,5 1,38 3,05 11,1 50,1
57,8 33,5 1,94 4,51 23,9 37,6
32,2 20,3 0,930 1,97 4,68 23,5
32,2 40,2 1,59 3,57 15,2 65,0

Fonte: Do Autor (2024).

Na Figura 20, sdo mostradas as trajetorias obtidas em simulacGes para trés
velocidades iniciais distintas, mantendo-se 6, = 32,2°. Repetem-se as mesmas
observacdes que se tiveram para 0s casos C1 e C2, ou seja, tém-se maiores alcances e

alturas maximas para maiores valores de velocidade.

Na Figura 21, apresentam-se as trajetérias geradas a partir de simulagdes para o
caso C4, nas quais se variou, somente, o angulo de langcamento, 6,, com dois deles sendo
complementares, e mantendo-se a velocidade inicial fixa (v, = 33,5 m / s). Verifica-se
que o maior alcance ocorreu para o angulo de 29,9°, conforme se registrou na Tabela 3.
Da mesma forma que para 0s casos C2 e €3, os alcances, para langamentos com angulos
complementares, ndo apresentam valores iguais. Inclusive, pode-se afirmar, por meio da
comparacéo dos resultados para os casos C2, C3 e C4, que, quanto maior for o coeficiente
de amortecimento, maior sera a diferenca de alcance entre lancamentos com angulos

complementares.
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Figura 20 — Trajetérias do MBP sob RA para o caso C3 (bola de bilhar), obtidas em
simulagdes nas quais houve alteragcdo, somente, nos valores de velocidade

de langamento (manteve-se 6, = 32,2°).
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Fonte: Do Autor (2024).

Figura 21 — Trajetérias do MBP sob RA para o caso C4 (bola de futebol), obtidas em
simulacdes nas quais houve alteracdo, somente, nos valores do angulo de

lancamento (manteve-se v, = 33,5m / s).
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Fonte: Do Autor (2024).

Com os dados das simulagdes do caso C4, fez-se uma analise para encontrar 0s
alcances horizontais, variando, primeiramente, o angulo de langamento e, posteriormente,
a velocidade inicial. Alguns dos resultados sdo apresentados na Tabela 8. Pelos dados
dessa Tabela, repetem-se as observacgdes anteriores, para 0s casos €1, C2 e C3 para t, t,
e H, em relacdo 6,. Para 4, verificou-se uma varia¢do percentual um pouco maior que

para 0s outros casos. Por exemplo, entre os langcamentos com 6, = 18,6° e 6, = 29,9°
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(dngulo de alcance méaximo), obteve-se, respectivamente, A = 2,148 e A = 2,242,
resultando numa diferenca de quase 4,38 %. Contudo, em geral, para o caso C4, 1 se

manteve com valores em torno de 2,2.

Tabela 8 — Dados obtidos em simulagdes para o caso C4 (bola de futebol), em que se

variaram, primeiro, o angulo de langamento e, depois, a velocidade inicial.

6o () Vo (m /'s) ts (s) ty (s) H(m) R (m)
18,6 33,5 0,880 1,89 4,29 38,4
29,9 33,5 1,24 2,78 9,17 43,1
60,1 33,5 1,81 4,40 22,2 29,2
29,9 27,8 1,07 2,37 6,71 33,1
29,9 20,0 0,830 1,77 3,80 20,1

Fonte: Do Autor (2024).

Na Figura 22, sdo mostradas as trajetorias obtidas em simulacfes para trés
velocidades iniciais distintas, mantendo-se 6, = 29,9°. Repetem-se as mesmas
observacdes que se tiveram para 0s casos C1, C2 e C3, isto é, ttm-se maiores alcances e

alturas maximas para maiores valores de velocidade.

Figura 22 — Trajetérias do MBP sob RA para o caso C4 (bola de futebol), obtidas em
simulagdes nas quais houve alteracdo, somente, nos valores de velocidade

de langcamento (manteve-se 6, = 29,9°).

=
o

° —33,5m/s

8

7 —27,8m/s

N —20,0m/s

5

4

3

2

1

0 X

o] 10 20 30 40 50

Fonte: Do Autor (2024).
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4.2 Avaliacdo das Equaces Analiticas para o Tempo de Voo e o Alcance

Por meio dos dados mostrados na Tabela 1 e os valores de a, apresentados na
Secédo 3.4.1, calcularam-se 1, 9, t, e &, por meio das equagOes 3.9, 3.10, 3.12 e 3.20,
respectivamente. Substituiram-se o0s resultados obtidos na equacdo 3.22, para a
determinacdo analitica do tempo de voo, t,,4. O valor de t,, foi, entdo, introduzido na
equacdo 3.27, por meio da razdo A = t,,/t,, para se calcular o alcance “analitico”, Ry.
Com esses dados, verificou-se se os resultados obtidos pela aproximagdo dada pela
equacdo 3.22, para o tempo de voo, mostra-se adequada. Para isso, se fez o célculo do
erro relativo percentual para quantificar as diferencas em relagdo ao tempo de voo (t,s) e

alcance (Rs) obtidos nas simulag@es, por meio da expressao:

Vg — Vsl
Erroy, = ———=x 100 (4.1)
S

na qual Vg é a variavel estimada (considerada como a aproximacdo) e Vs € a variavel

simulada (considerada com a “exata”).

Os valores das varidveis de entrada para os calculos e as simulacdes foram os

mesmos utilizados para se gerar a Tabela 3, ou seja, 8, = 35,0°e v, = 33,5m /s.

4.2.1 Avaliacédo das Equac0es para a Bola de Gude

Fazendo os devidos célculos, encontraram-se 0s seguintes valores para se

substituir na equacao 3.22:
T=0517s, 9 =699 m/s,e =0,725et, =1,66s

Assim, o0s resultados encontrados para o tempo de voo e alcance, foram,
respectivamente, t,, = 3,42s e R4, = 68,7 m, quando utilizada a equagéo 3.27, pela
razdo A = t,,/t, = 2,06. Outra maneira de encontrar o valor do alcance €é substituir t,, 4
na equacdo 3.3. Os erros relativos percentuais para o t,4, € R4, aplicando-se a equacao

4.1, foram, respectivamente:

ItVA - tvSl |3142 - 3152|
E =—X100 =————x%x 100 = 2,849
10, - 352 Yo
e
|RA - RSl |6817 - 7011|
Errog, = —— 5% 100 = ———"~"1 x 100 = 2,00 %

Ry 70,1
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As diferencas encontradas correspondem a valores absolutos de 0,100 se 1,40 m,
para 0 tempo de voo e o alcance, respectivamente. E interessante notar que o erro relativo
percentual é menor para o alcance que para o tempo de voo. Dessa forma, pode-se dizer
que o erro ¢ “amenizado” na equagdo do alcance (3.27), em relacdo a equacdo do tempo
de voo (3.22).

4.2.2 Avaliacdo das Equaces para a Bola de Bilhar

Repetindo os procedimentos da Segéo 4.2.1, mas para o caso da bola de bilhar,

obtiveram-se 0s seguintes valores:
T=253s, 9 =44,0 m/s,e =0,564et;, =1,45s

Para o tempo de voo, o alcance e a razdo entre os tempos de voo e de subida,
lograram-se, respectivamente, os resultados: t,4, = 3,05s, R, = 48,6 m e A = 2,10.

Abaixo seguem os erros relativos percentuais:

Erro,,, = % x 100 = B’OS&%ZM x 100 = 5,86 %
€
Errog, = Ra Bl 100 = 485001 100 = 2,99 %
Ry 50,1

As diferencas para t,, € R, em valores absolutos, foram, respectivamente, 0,190 s
e 1,50 m. Percebe-se, por esses resultados, quando se comparam aos erros percentuais do
caso da bola de gude, que o aumento do coeficiente de amortecimento influencia,
diretamente, no aumento do erro. Contudo, ainda continuam apresentando valores
aceitaveis, principalmente, para o alcance, cujo erro ficou, ligeiramente, abaixo dos
3,00 %.

4.2.3 Avaliacéo das Equac0es para a Bola de Futebol
Finalmente, para o caso da bola de futebol, obtiveram-se os valores:
T=196s, 9 =384 m/s, e =0500et;, =1,36s

Para o tempo de voo, o alcance e a razdo t,,/ts, estes foram: t,, = 2,89 s,

R, =41,5me A = 2,13. Ja os erros relativos percentuais resultaram em:
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toa —t 2,89 — 3,11
Erro,, = % x 100 = lng x 100 = 7,07 %

IRy — Rs| 41,5 — 42,8] 0
ETTORA =R—5X 100 =TX 100 = 3,04 %

Os valores das diferencas absolutas para t,, e R, foram, respectivamente, 0,220 s
e 1,30 m. Os resultados, de erro relativo percentual, reforgam a conclusdo de que o
aumento do coeficiente de amortecimento influencia no aumento do erro, mas continuam

apresentando valores aceitaveis para o alcance, cujo erro aumentou muito pouco.

Realizando-se alguns testes adicionais, verificou-se que, para situacées em que se
deseja calcular o tempo de voo e o alcance para 0 MBP com RA, sem ter que passar pela
equacdo 3.22 e o célculo dos coeficientes t, 9 e &, pode-se adotar A = 2,20, pois, com
esse valor, se produzem bons resultados, principalmente, para o alcance, por meio da

aplicacdo da equacéo 3.27.

4.3 Tempo de Voo e Alcance por Série de Taylor Expandida até n = 4
4.3.1 Equacao para o Tempo de Voo

Repetindo o procedimento de expansdo em Série de Taylor, para a equacdo 3.15,
apresentado na Secdo 3.3.4 e desenvolvida até um polinbmio de segundo grau, aqui

apresentam-se os resultados com a expansao de 3.15, até um polindmio de quarto grau.

Assim, partindo da equacdo 3.15 e utilizando a equacdo 3.9 (t = m/a), tem-se:

L g
et +§tv=1 (4.2)

ty
Expandindo e = em Série de Taylor até n = 4, em torno de t, = t,, obtém-se:

t t 1

bt _ts ts(t,—ty)? 1 _ts(t, —ty)3
erzer——e Tl ~l)t e T~ e T

1 _ts (tv - ts)4
‘[ ———

+ T_4€ 21 (43)
ts
Substituindo a equagdo 3.20 (¢ = e *) na 4.3 e reorganizando-a, fica-se com:
ty _ —+)2 —_+)3 —_+ )4
BN DO et 2 G et G G2 S Ok 4

T 2712 613 24714
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Substituindo a equacéo 4.4 na 4.2, tem-se:

8[1_tv_ts+(tv_ts)z_(tv_ts)3 (tv_ts)4 +gtv:1

T 272 613 2474 9

T 272 613 2474 9e ¥ el

ell_tv_ts+(tv_ts)z_(tv_ts)3+(tv_ts)4 g 1]_0

t—t)* (t,—t)3 (t.—t)2 t,—t 1
(v s) _(v S) _l_(" S) -z S+itv—g+1:0 (4.5)

2474 613 272 T ¢

Desenvolvendo, separadamente, cada um dos produtos notaveis que aparecem em 4.5:
(t, — t)* =ty — 4t3t, + 6t2t2 — 4t,t3 + td

(t, — ts)3 =t3 — 3t2t, + 3t,t2 —t3

(t, — tg)? = t2 — 2t,t, + t2

Substituindo os polindmios, desenvolvidos acima, na equacéao 4.5, obtém-se:

2474 673 272

tv_ts g 1
+—=—t,——+4+1=0 4.6
T eV € (4-6)

ty — 4t3t, + 6t2t2 — 4t,t3 +td 3 — 3tit, + 3t,tZ —t3 N t2 — 2t,ts + t2

Separando os termos semelhantes da equacao 4.6, fica-se com:

th 4t 1 > 6t 3t 1 4t 3t2 tg g 1
— + ty + +—+ ts — —+=—=—+-]t
2414 <24T4 6t3) 7V  \24t* 613 212V \ 241t + 673 + 12 ¢ + ]

te t3  t2 oty 1
+ =+ =——+1]=0
(2414 613 212 T ¢

2
v

2474\ 247% )7V 2474
<4t53 + 127t2 + 2471%t, + 2413 g >
- v

ty <4t5 + 4r) s <6t§ + 127t, + 1212>

— =t
2414 Ve

te + 4ttd + 127%t2 + 24713t e—1
+ + =0
2414 €

T4
ty —4(t, + )3 + 6[t2 + 2(tts + T2)]t2 — 4 lt? +3tt2+ 6 <th5 + 73 — Tj)l t,

+ {t;‘ +4 [rts +3(tt)? + 6 <T3t5 + TLL(ST_DN} =0 4.7)
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Finalmente, chamando:
Y = 4(t; + 1)

® = 6[t2 + 2(ttg + 12)]

3 2 2 3 T4g
Y=41It; +3tt; + 6|1t +71 e

e -1
Q=t+ 4{11:53 + 3(1ty)? + 6 lr%s + %l}

Reduz-se a equagéo 4.7 a:

th—Yt3 + dt2 -V, + Q=0 (4.8)

4.3.2 Tempo de Voo por Calculo Numérico para um Exemplo de Lancamento

As raizes da equacdo 4.8, para 0 mesmo exemplo de lancamento apresentado na
Secdo 4.2, para cada um dos corpos em estudo (bolas de gude, bilhar e futebol), foram
obtidas por meio de calculo numérico, utilizando-se o software Geogebra e os dados
apresentados na Tabela 9, para a determinacdo dos coeficientes 7, €, Y, @, ¥ e Q ¢,

consequentemente, o tempo de voo “numérico”, t,y-.

Tabela 9 — Dados para o célculo dos coeficientes e das raizes da equacao 4.8.

90 = 35,00 Vo = 33,5 m / S
Dados :
Bola de Gude Bola de Bilhar Bola de Futebol
m (kg) 1,39 x 1072 0,160 0,429
a (kg /s) 2,69 x 1073 6,32 X 1072 0,219
ts (s) 1,66 1,45 1,36

Fonte: Do Autor (2024).

Para o langcamento da bola de gude, com os dados da Tabela 9, obtiveram-se 0s

seguintes coeficientes:
1=0517s;e=0,725;Y=27,3;® =440; ¥ = 1,25x 103 e Q = —12,3
De forma que a equacdo a ser resolvida, de 4.8, é:

th —27,3t3 + 440t2 — 1,25 x 103t, — 12,3 =0 (4.9)
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Figura 23 — Obtenc&o das raizes da equacéo 4.9 e determinacdo de t,,, para o langamento

da bola de gude, por meio do Geogebra.

= GeoGebra Calculadora | [ Grfea - <
@ M)=t-2738+4M0F3i12 I
]

" Raiz(f)

@ = A - (-0.0098051310061, 0)
B - (3.51768551172,0) }
'" C = Extremo(f)

= [1/6546787186431, -992,13003;

D = Intersegiolf, EixoY)

= (0,-123)

Fonte: Do Autor (2024).

Conforme se verifica na Figura 23, o tempo de voo, obtido por calculo numeérico,
apresentou o seguinte valor: t,y = 3,517 s. Utilizando este resultado na equacéo 3.3,
encontrou-se o alcance “numérico”: Ry = 70,07 m. Seguindo a metodologia da Sec¢édo

4.2, calcularam-se 0s erros relativos percentuais, ou seja:

Errog, = % X 100 = |3’51;;23(;’520| X 100 = 8,52 x 1072 %
€
Errog, = IRy —Rsl 100 = 7207 Z 70100, 100 — 4,28 x 10-2 %
Rs 70,10

Os valores das diferencas absolutas para t, e R, foram, respectivamente,
3,00 x 1073 s e 3,00 x 10~2 m. Os resultados, tanto de erro relativo percentual, quanto
de diferencas absolutas, mostram uma excelente aproximacdo entre os valores

determinados numericamente e aqueles obtidos por meio das simulagdes.
Para o caso da bola de bilhar, obtiveram-se 0s seguintes coeficientes:

T=253;6=0,564;Y=159;,d=133; ¥ =299e 0 =0,176

De forma que a equacéo a ser resolvida, de 4.8, foi:

tg —15,9t3 + 133t2 — 299t, + 0,176 = 0 (4.10)
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Figura 24 — Obtencdo das raizes da equacdo 4.10 e determinagdo de t,y, para o

lancamento da bola de bilhar, por meio do Geogebra.

= GeoGebra Calculadora | A Gréfca = < KRGl EvReR
@ ) =r'-159r+1R¢IN 2 2@
Raiz(f)
= A~ (DO0D58ETE2054, 0)
B — (32550810547767, 0)} | | o B
C = Extremoff)

= (1.45913850470 97 BOO50(

D = Intersecio(f, EixoY) }

= (0, 0.176)

Q

=
Fonte: Do Autor (2024).

A Figura 24 apresenta o valor de tempo de voo, obtido no Geogebra, que foi:
t,n = 3,255 s. Com este valor na equagéo 3.3, encontrou-se Ry = 50,25 m. Para esse

caso, os erros relativos percentuais foram:

Erro,, = \on bl qgq 2 13295 232800 0 0463 %
v fos 3,240
(]
Errog, = Ry —Rsl 109 = 13925 = 50100, 00 _ 6,300 06

R B 50,10

Em termos de valores absolutos, as diferencas para t,, e R, foram, respectivamente,
1,50 x 1072 s e 0,150 m. Apesar de um pequeno aumento de erro relativo percentual e
de diferencas absolutas, em relacdo ao caso da bola de gude, os resultados continuaram
apresentando-se de forma bastante satisfatoria.

Finalmente, para o langamento da bola de futebol, chegaram-se aos seguintes

coeficientes:
7=196;¢=0,500;Y=133;®=892; ¥ =179e Q0 =—-0,0180
De forma que a equacéo a ser resolvida, de 4.8, foi:

t4 —13,3t3 + 89,2t2 — 179t, — 0,0180 = 0 (4.11)

73



Figura 25 — Obtengdo das raizes da equacdo 4.11 e determinagdo de t,y, para o

langamento da bola de futebol, por meio do Geogebra.

= GeoGebra Calculadora | A Grfiea ~ < ENTRAR...

@  f()=r-13384802¢ 51 = 2 &

Raiz(f)

= A = (-0.0001005536206. 0)

B = (3.1142084157571, 0)} 0

] : ] T B i :
C = Extremalf) H Raiz

3142984157571, 0)
= (1.361230097933, -108.508294.
D = Intersegio(f, EixaY) }

= (0, -0.018)

Te e

m
Fonte: Do Autor (2024).

Na Figura 25 verifica-se 0 seguinte valor de tempo de voo: t,y = 3,114s.
Aplicando este valor na equacdo 3.3, encontrou-se Ry = 42,80 m. Para esse caso, 0S

erros relativos percentuais foram:

t,y —t 3,114 - 3,110
| vN vSl % 100 = | |

E = x 100 = 0,129 ¢
0ty tos 3,110 o
e
IRy — Rq| 142,80 — 42,80| .
Errog, = R—s X 100 = 2280 X 100 = 0,000 %

Neste caso, a diferenca absoluta para t,, foi cerca de quatro milésimos de segundo
(4,01 x 1073 s), enquanto R apresentou diferenca, somente, a partir da quinta casa

decimal, de forma que se pode considerar Ry = Rj.

Portanto, a expansao em série de Taylor até n = 4, para valores em torno do tempo
de subida, t,, mostrou-se muito eficiente, apesar de se necessitar de calculo numérico
para se obterem os resultados de forma mais imediata, sem passar por todo o processo de
tentativa de obtencédo das raizes da equacdo 4.8. Especificamente para o caso da bola de
futebol, os valores determinados, tanto para o tempo de voo guanto para o alcance, foram
bastante surpreendentes, uma vez que havia se observado uma tendéncia de aumento de
erro com o aumento do coeficiente de amortecimento. Contudo, essa tendéncia ndo se
confirmou para o polinémio de quarto grau. Provavelmente, isso ocorreu pelos valores

menores de t,, obtidos para o caso da bola de futebol, que minimizam o erro no
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polindmio, pois quanto maior é o grau do polindmio, maior tende a ser o erro para valores

mais altos das variaveis, em razdo dos expoentes de maior grau.

Todos os resultados obtidos pelo calculo numérico e pelas simulagfes, assim
como suas comparacgdes, por meio de razBes percentuais, encontram-se sumarizados na
Tabela 10.

Tabela 10 — Dados obtidos por meio das simulac6es (subindice S) e do calculo numérico
(subindice N) para o tempo de voo e alcance do MBP sob RA dos trés corpos

em estudo (bolas de gude, de bilhar e de futebol) e suas raz6es percentuais.

Dado Bola de Gude Bola de Bilhar Bola de Futebol
tys (S) 3,520 3,240 3,110

ton (S) 3,517 (99,9%t,s) 3,255 (100,4%t,s) 3,114 (100,1%t,s)
Rg (m) 70,10 50,10 42,80
Ry (m) 70,07 (99,9%Rs) 50,25 (100,3%Rs) 42,80 (100%Rs)

Fonte: Do Autor (2024).

4.4 Resultados do Experimento com o Lancador de Projéteis

A Tabela 11 apresenta os dados coletados, ao longo das dez repeticdes bem-
sucedidas do experimento, realizado com o lancador de projéteis confeccionado com
material de baixo custo, e tratados para a comparacdo com o modelo tedrico. Nessa
Tabela, sdo mostradas as quantidades de quadros contados nas filmagens digitais da saida
do projétil (esfera de aco), em relacdo ao nimero de quadros da configuracao de gravacédo
do celular utilizado (480 para super camera lenta e 240 para camera lenta),
determinando-se o intervalo de tempo em que o projétil percorreu a distancia marcada
(6p = 5,22 x 1072 m). Nas filmagens em que ndo ficou clara a posicdo do projétil,
especificamente num quadro, utilizou-se o valor 0,5 (meio quadro) para expressar a
duvida e minimizar o erro, como se Vvé para as repeti¢des n2 2, 6 e 10. Adicionalmente,
h& uma coluna com os valores estimados para a velocidade de langcamento, v,, e outra,
em seguida, com os valores de v, para o caso do lancamento do vacuo, para comparacao.
A Ultima coluna é composta pelos valores de alcance observados por meio das filmagens
digitais. Dada a dificuldade de se ver, com clareza, o ponto de contato do projétil com a
mesa de experimentacdo, determinaram-se intervalos de comprimento, entre os quais,

certamente, o projétil tocou a mesa. Desse modo, na Tabela sdo mostrados os valores
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médios de alcance e as variac¢des relacionadas aos intervalos definidos. Por exemplo, para

a repeticdo n® 1, verificou-se um intervalo entre 78 e 80 cm.

Tabela 11 — Dados coletados nas repeti¢es do experimento com o lancador de projéteis.

Repeticdo 8t (x1072s) vy (m/s) v (Vacuo) R (cm)
1 o = 1,67 3,13 2,80 79,0 + 1,0
2 22 =187 2,78 2,62 69,5 + 0,50
3 2= =2,50 2,09 2,07 43,5+ 1,5
4 =208 2,51 2,42 59,5 + 0,50
5 =167 3,13 2,82 80,5 + 1,5
6 22 =187 2,78 2,71 74,0 + 1,0
7 =208 2,51 2,50 63,0 + 1,0
8 2= =2,50 2,09 1,94 38,5+ 0,5
9 =292 1,79 1,78 32,0 + 1,0
10 35— 1,46 3,58 3,33 112+ 1,0

240

Fonte: Do Autor (2024).

4.5 Comparacdo entre Resultados das Simulacdes e do Experimento

Com os dados de velocidade inicial da Tabela 11, se realizaram as simulagdes do
modelo tedrico para as dez repeti¢cdes do experimento. Deve-se notar que algumas dessas
velocidades sdo iguais e, portanto, os seus respectivos graficos também sdo. Como se
realizou o experimento na cidade de Manaus-AM, necessitou-se determinar o valor da
aceleracdo gravitacional local, g. Nesse sentido, conforme o trabalho de Lopes (2008),
esta pode ser obtida para qualquer latitude, ¢, e altitude, y, por meio da seguinte

expressao:

(1 + wsen? @) (1 — 2—y> (4.12)

rr

Ip
7)
1+5

g:
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na qual, g, = 9,81 m/s? é a aceleracéo gravitacional padrdo, w = 5,30 x 1073 ¢ o fator
de correcéo pela rotacdo e o achatamento da Terrae rr = 6,37 X 10° m é o raio da Terra.
Como, para a cidade de Manaus, a latitude e a altitude séo, respectivamente, ¢ = —3,11°

ey = 39,0 m, da equacdo 4.12, tem-se:

= 081 [1 4530 x 10~3 sen2(—3,11)] (1 2-390 ) — 9,78 m /s?
9= 14 5,30 x 103 ’ sen ’ 6,37 x 106) ~ m /s
— 2

Portanto, para se efetuarem as simulacGes, se utilizaram, além das velocidades
iniciais, os seguintes dados de entrada: g = 9,78 m /s?, 6, = 40,0°e m =38,0g. A

Figura 26 mostra o resultado dessas simulagdes.

Figura 26 — Trajetorias para cada uma das dez repeticdes do experimento com o langador

de projéteis, obtidas por simulagdo computadorizada.

0,30 Y

—v01*

0,25

——v02°

—v03

0,20

vo4

—v05

0,15 — o6

—v07
0,10 v08

—v09

0,05 —v010

0,00 X
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

Fonte: Do Autor (2024).

A Tabela 12 mostra os alcances desses langamentos para 0 modelo tedrico, em
comparagdo com aqueles determinados nas repeticdes do experimento, as razoes
percentuais entre esses alcances e os erros relativos percentuais. Nos casos em que as
velocidades de langcamento foram iguais, como nas repeticbes n?1e5,n°2e 6,n%3 e
8 e n24 e 7, as porcentagens entre os alcances também deveriam ser iguais. Contudo,
dadas as dificuldades em se determinar o alcance exato no processo experimental, foram
verificadas diferencgas. Entre todas as repeticdes, a que apresentou a melhor aproximacéo
entre os resultados tedricos e experimentais, foi a n2 4, pois, apesar de se ter obtido um

erro relativo percentual maior que a n2 6, suas medidas apresentaram menos incertezas,
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de acordo com os dados da Tabela 11. Curiosamente, a pior aproximagao ocorreu para a
repeticdo n® 1, quando se utilizou a filmagem digital em super camera lenta. Entretanto,
mesmo para essa repeticdo, os resultados do modelo tedrico se aproximaram bem dos
dados experimentais. Na ultima linha da Tabela 12, encontram-se as médias das razdes e
dos erros relativos percentuais. Por seus valores, ou seja, 105 e 6,97, respectivamente,
conclui-se que o modelo tedrico se aproximou, satisfatoriamente, dos dados
experimentais, comprovando a eficiéncia do modelo e sua aplicabilidade para outros

casos de MBP com RA, para projéteis esféricos.

Tabela 12 — Alcances obtidos nas simulac@es para a esfera de aco, com as velocidades do
experimento, razOes e erros relativos percentuais entre os alcances das

simulac6es (com subindice S) e do experimento (com subindice E).

Repeticdo vy (m /s) Rs (cm) Rg (cm)  Rg/Rg (%) Errog, (%)

1 3,13 92,8 79,0 117 17,4
2 2,78 74,4 69,5 107 7,05
3 2,09 42,3 43,5 97,2 2,76
4 2,51 59,9 59,5 101 0,672
5 3,13 92,8 80,5 115 15,3
6 2,78 74,4 74,0 101 0,540
7 2,51 59,9 63,0 95,0 4,92
8 2,09 42,3 38,5 110 9,87
9 1,79 31,0 32,0 96,9 3,12
10 3,58 121 112 108 8,04

Média 105 6,97

Fonte: Do Autor (2024).
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizou-se a modelagem matematica do movimento
bidimensional de projéteis sob a resisténcia do ar, para langamentos de corpos esféricos,
com alturas de lancamento e chegada iguais, em que ndo ha influéncia de ventos, as
alturas maximas nao sofrem influéncia de variacao da aceleragdo gravitacional e o alcance
horizontal ndo sofre influéncia da rotacdo da Terra. Além das equa¢des do movimento,
nas coordenadas x(t) e y(t), obtiveram-se as equagdes para o tempo de subida, t,, a
altura maxima, H, o tempo de voo, t,, por diferentes metodologias, o alcance, R, e a

trajetoria, y(x).

Efetuaram-se diversas analises e compara¢fes com o lancamento de projéteis no
vacuo que, tradicionalmente, é ensinado nos programas de Fisica Basica do Ensino Médio
e melhor descrito nos cursos de graduacdo em Ciéncias Exatas do Ensino Superior. Além
disso, buscou-se verificar as diferencas entre os lancamentos de corpos esféricos de
diferentes caracteristicas, selecionando-se, para as simula¢fes, uma bola de gude, uma
bola de bilhar e uma bola de futebol. Por fim, procurou-se verificar a validade do modelo
matematico desenvolvido, realizando-se um experimento com material de baixo custo,

procurando coletar os dados, para essa validacdo, da forma mais criteriosa possivel.

Dentre os resultados mais relevantes, podem-se destacar as solucdes para a
determinacdo do tempo de voo, que se mostrou de obtencdo mais complexa do que se
esperava. Dessa forma, estruturaram-se trés métodos diferentes para o seu calculo. O mais
simples requer, apenas, que se considere a razdo A = t,/t, = 2,2, pois este foi o valor
que resultou em boas aproximacdes para o calculo do alcance. O segundo método
necessita do uso de algumas equaces para o calculo das variareis presentes na equacao
de segundo grau obtida para a determinagéo de t,,. Contudo, os seus valores se distanciam
do resultado exato para maiores valores de coeficiente de amortecimento. O terceiro, mais
complexo e mais preciso, demanda o uso de um polindmio de quarto grau, obtido por
expansdo em série de Taylor para n = 4, valores de t,, em torno de t,, que precisa ser
calculado previamente, e o uso de calculo numérico para se determinarem as raizes da

equacéo de quarto grau.

Ao se compararem os resultados das simulacGes com os dados coletados na
execucdo do experimento, observaram-se aproximagfes muito satisfatorias entre o

modelo matematico e as medidas experimentais, mesmo levando-se em conta que a coleta
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dos dados, utilizando-se a tecnologia de gravacdo em super camera lenta (480 quadros
por segundo) e camera lenta (240 quadros por segundo) disponivel nos celulares atuais,
se mostrou bastante dificultosa. Portanto, 0 modelo matematico é aplicavel a outros
langamentos com caracteristicas semelhantes as descritas no trabalho (apresentadas no
primeiro paragrafo).
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ANEXO
OUTROS METODOS PARA A RESOLUCAO DAS EDO

Neste Anexo, apresentam-se outros méetodos de resolucdo, estudados no ambito
das EDO, que podem ser utilizados para as equagOes 2.12 e 2.13, para v, (t) e v, (t), e
2.14 e 2.15, para x(t) e y(t). Desse modo, como se desenvolveu, na Secdo 3.3, 0 método
da separacdo de varidveis, aqui se apresentam os seguintes métodos: (i) fator integrante;

(ii) coeficientes a determinar; (iii) variacdo dos parametros.

Fator Integrante

dv, «

_dt + va =0 (Al)
dv, «
@ T m T (42

Multiplicando-se a equagdo (A1) por em®, tem-se:

dv, « a @
—Zemt + —emtvx =0
m

dt
[24
d [v.(t)em’ | «
T =0= Ux(t) = cle_ﬁt

Para t = 0, tem-se v,.(0) = v, cos 6, isto é:
1,(0) = ¢; = vy cos b,
Logo,
_e,
1, (t) = vycosfye m

De forma analoga em (A42), tem-se:

24
d [vy(t)em ] a,
g - gem (43)
Integrando-se (A43) no intervalo [0, t], resulta em:
it M (ot
vy, (t)em —v,(0) = . (em 1)

Parat = 0, tem-se v, (0) = v, sen 6y, isto €:

_a mg _« m
v,(t) = vysenbye mt +—ge mt —
a a

3 mgy _&, mg

v, (t) = (vo sen 6, + - )e m m
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Pelas relagGes de x(t) e v, (t) e também entre v, (t) e y(t), integrar-se-a as equacdes das

velocidades no intervalo de [0, t] para obter as equacdes das posicdes correspondentes.

Assim,
dx(t t t a
© = (1) = x(0) = f v (t)dt = f Vo cos By e m'dt
dt 0 o
muv, cos 6 a
x(t) =——2 (1 — e—mf)

e de forma anéloga, faz-se:

O _ v,(t) = y(t) = fotvy(t)dt = Jot [(vo sen 6 +%) et —@] dt

dt a
_m MIN(1 _ o—t) -9
y(t)—a(vosen00+ a)(l em) p” t
Coeficientes a Determinar
L L =0 Al
Wy 2 = A2

Na equacdo (A1), resolve-se primeiro a equa¢do homogénea:
d?x(t) adx(t) B

dt? m dt

Logo, a solu¢do homogénea é da forma:

a a
0=222+—21=0=> 1, =0el,=——
m m

a
xp(t) = ¢, + cye”mt (A4)
Como o ponto de langcamento € a origem, entdo (x,, y,) = (0,0) para t = 0. Assim,
x,(0) =c; +ce’=>c;+¢c, =0 (45)
Derivando a equacao (A4), resulta em:
a _a
v (t) = — - Cae mt (46)
Parat = 0, v,(0) = v, cos 6, isto é:
B, = ——c,e0 = o 6 (A7)
Vo COS = ——Cye Cp, = —— 7V COS
0 0 m 2 2 a 0 0
Substituindo (A7) em (A46), resulta-se:
_a,
v, (t) = vycosfye m

Em (A44), utilizando-se (A5) e (A7), tem-se:

x(t) =c, (—1 + e_%t)
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x(t) =

Ja na equacéo (A2), de forma analoga, a solugdo homogénea é:

muv, cos 0, (1 B e_%t)

a
yr() =c; +cem’ (48)

A solucdo particular sera da forma:

dy, () d*yp(t)
yp(t) = At = 1t =4> TS =0
Substituindo esses dados em (A2), tem-se:
a gm gm
O+—A=—-g=o2A=—"—>= t)=——-t A9
+—A=—g —= ) = —= (49)
A solucdo geral sera da forma:
y(@) = yn(t) + y, ()
_a, gm
y(t) =ci+cem — 71: (A10)
Parat = 0, tem-se y(0) = 0, logo:
o_gm
0=c4 +cye —70=> c1+c; =0 (A11)
Derivando a equacéo (A10), tem-se:
) ¢ emt — I A12
= — — m — —
vy - cye . ( )
Parat = 0, tem-se v,,(0) = v, sen 8, logo:
__&._gm __m gm
vosenHO——Ecz—7 =cy = a(vosen00+ a) (A13)

Substituindo (413), em (A12), resulta-se:

my _@ m
vy (t) = (vo sen 6, + g7) e m g

Na equacéo (A10), utilizando (A11) e (A13), tem-se:

y(t) = ¢, (—1 + e_%t) — g7mt
y(t) = %(vo sen @, + %) (1 - e_%t) - %t
Variagdo dos Parametros
L
dcy®  ady® _ g 42)

dt? m dt
Em (A1), calcula-se a solucdo homogénea atraves da equacdo auxiliar,
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L _ __“
A24+—1=0= 1, =0el,=
m m

xp(t) = ¢, (1) + cze_%t (A14)

emquex, = 1ex, = e ',
Precisa-se encontrar uma solucdo particular da forma:
xp () = upxy + Uz,
Logo, a solugéo geral serd x(t) = x,(t) + x, (t).
Para a execucdo desses célculos, precisar-se-a calcular o Wronskiano (W), (W) e (W,)

que sao definidos como:

0 X,

“lfe ¥,

X1

0
x'y f(x)|

w= " 2y
=l wliwm P W, =

. P 4 W,
Por fim, calcular-se-a u'; = Wl eu', = WZ para se obter u; € u,.
Desse modo,
e m' a _a,
W = a _al=——em
0 ——e m m
m
a
0 e mt
Wl = a _ﬁt =0
0 ——e m
m
1 0
W, = =0
2710 o0

Logo, tem-se que:
u'y = 0 = u; = k, (constante)
u'y, =0 = u, =k, (constante)
A solucdo particular fica:
X, () = ky (1) + ke it

Assim, a solucéo geral sera da forma:

x(t) = x,(8) + 2, (¢)

x(8) = (c1 + ko) + (c; + ke mt

Fazendo-se A = (¢; + ky) e B = (¢, + k,), tem-se:

x(t) = A+ Bemt (415)
Parat = 0, tem-se x(0) = 0, isto é

A+B=0 (A16)

Derivando a equagéo (A15), resulta em:
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a @
Ux(t) = —EBB mt

Para t = 0 ocorre v, (0) = v, cos 8, Ou seja,

a _ m
Vycosfy, = ——Be’ = B = —v,cos Gy —
m a

Substituindo (418) em (A417), resulta em:

_a,
v, (t) = vycosfye m

Em (A15), substituindo os itens de (A16) e (418), tem-se:

a

x(t) =B (—1 + e“ﬁt)
m _a,
x(t) = 7 Vo cos 6, (1 —em )
Ja na equacéo (A2), a solu¢do homogénea e particular sera:

a
yr(t) = ¢ (1) + Cze_mt

[24
Yp () = us (1) +uze™m’

emquey; =1,y, =e m e f(x) = —g.
Calculando-se 0 Wronskiano (W), W, e W,, ter-se-a:

1 e mt a _a,
w = a a, =——e m
0 ——e m m
m
0 e m' _a,
W1=_ _ge__t =ge m
9 m
1 0
W2=o —g|__g
Desse modo,
, w; ge m gm
U1 =—-——= =—_:u1— uldt =>u1—
w _ge—mt
m
m
ul—_g_t
a
e
w, gm «a
! — li
Uu,=—=—em = u,=|u,dt 2 u, =
2= . 2 f 2 2
gm’ a
u, = = em

I ot dt
a

(A17)

(A18)

(A19)

(A20)
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A partir de (A19) e (A20) a solugéo particular fica:

gm_ gm?

—t+
a a?

yp(t) = -
A solucdo geral sera da forma:
y(&) = yu(®) + yp (1)

_a m m
y(t) = c; + cemt —g7t+ga2

2

(A21)

Parat = 0, tem-se y(0) = 0, logo:
gm?

a?

0=c,+c, + (A22)

Derivando a equacédo (421) e aplicando t = 0, ter-se-&:
) = ——cyem =0 (423)
=——Ce m ——
Yy m 2 a

a gm a gm
vy(0) = ——ce® —=—=> vysenby = ——ce’ — —
m a m a

Cy = (vo sen 6, + %) (— g) (A24)

Substituindo (424) em (A23), tem-se:

_a, gm
m — c—

_ gm
v, (t) = (vo senf, + " )e p

Por (A24) e (A22) na equacdo (A21) fica:

2
gm _a, gm gm
t) =—c; — +oeTm ——t+
y(t) C2 a2 2 p

y(t) = (vo sen 6, + %) (_ %) (_1 n e—%t) _gm,

y(t) = %(UO sen 6, +%) (1 —e_%t) - ¢
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