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RESUMO

Este trabalho de cunho académico apresenta um estudo envolvendo aplicacdes de
Equac6es Diferenciais Ordinarias (EDO) relacionados a area de mistura e drenagem
em um tanque. Utilizando uma abordagem metodoldgica de pesquisa quantitativa e
de estratégia descritiva dos resultados com procedimentos de pesquisa experimental
utilizando o software Geogebra para a simulagdes computacionais, e obtencdo das
equacdes diferenciais ordinérias de primeira ordem a partir da constru¢cao de modelos
matematicos logradas a partir de leis fisicas e quimicas. As principais conclusdes
obtidas foram o desenvolvimento de modelos mateméticos que descrevem o processo
de mistura e drenagem em um tanque utilizando equacfes diferenciais de primeira
ordem, a identificacdo dos principais parametros e leis fisicas ou quimicas que afetam
esses processos, a otimizacao, eficacia e aplicabilidade dos modelos desenvolvidos.
O estudo indicou que, os modelos matematicos de mistura e drenagem em um tanque
com equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem podem ser facilmente
adaptados para lidar com diferentes tipos de fluidos, materiais e geometrias,
permitindo a sua aplicacdo em uma ampla gama de contextos industriais e cientificos.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais ordinarias. Mistura e drenagem. Tanque.
Modelos mateméticos. Geogebra. Simulag6es computacionais.
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INTRODUCAO

As equacdes diferenciais aplicadas em problemas de mistura e drenagem em
um tanque sdo equacdes matematicas que descrevem através de modelos
matematicos a concentragdo de misturas e a dindmica de liquidos em um tanque que
esta sendo esvaziado. Essas equacdes sao utilizadas em conjunto de determinadas
condicdes iniciais e parametros para modelar processos de mistura e transferéncia de
massa em sistemas industriais, tais como tanques de mistura, reatores quimicos,
sistemas de tratamento de agua, entre outros.

A importancia de seu estudo tem razdes como a aplicabilidade pratica, devido
esses tipos de problemas serem comuns em diversas areas da engenharia e ciéncias,
como quimica, fisica, biologia, entre outras. O entendimento das equacdes
diferenciais envolvidas nesses problemas é fundamental para modelar e resolver
guestbes praticas do dia a dia, além disso, podem ajudar a entender diversos
fenbmenos fisicos, como a difusdo de substancias e o movimento de fluidos
permitindo o desenvolvimento de solugdes eficientes para diversos desafios, como a
otimizacdo de processos de mistura e o controle de vazao de liquidos.

Diante disso, a pergunta norteadora da pesquisa é: como as equacdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem, podem ser aplicadas na resolucdo de
problemas de mistura e drenagem em um tanque? Para atingir a compreensao desse
problema definiu-se como objetivo geral investigar as equacdes diferenciais ordinarias
de primeira ordem e suas aplicagcbes em problemas de mistura e drenagem em um
tanque e a fim de compreender melhor o tema da pesquisa teremos seis objetivos
especificos:

Para abordar o problema de mistura e drenagem em um tanque, é necessario
revisar a literatura existente sobre equagdes diferenciais de primeira ordem e suas
aplicacbes nesse contexto. E importante compreender os modelos matematicos e as
técnicas para solucdo dessas equacdes. Além disso, é necessario identificar os
parametros e condicdes iniciais que afetam a solucéo das equacdes diferenciais para
cada problema. Esses fatores podem incluir a taxa de fluxo da entrada e saida do
tanque, a velocidade de agitagéo, a concentragao inicial do soluto, entre outros.

As propriedades fisicas dos fluidos, como a viscosidade e a densidade, também
sdo importantes na andlise dos problemas. E preciso analisar como essas

propriedades podem ser incorporadas nas equacoes diferenciais e como influenciam



o resultado. A partir dos modelos matematicos desenvolvidos, € possivel prever e
controlar a concentracdo de soluto ou o tempo de escoamento do liquido em um
tanque de mistura e drenagem. E importante comparar os resultados obtidos com
simulagbes computacionais para verificar a preciséo e a confiabilidade dos modelos.

Além disso, é possivel otimizar os modelos matematicos desenvolvidos para
reduzir 0 tempo necessario para atingir uma concentracdo ou tempo de escoamento
desejado em um tanque de mistura e drenagem. E necessario analisar como os
modelos podem ser ajustados para melhorar a eficacia e a eficiéncia do processo.

Por fim, é necessario avaliar a eficacia e a aplicabilidade dos modelos
matematicos desenvolvidos em diferentes cenéarios de mistura e drenagem em um
tanque. E preciso considerar variagdes nos parametros do sistema, condi¢ées iniciais
e propriedades fisicas dos fluidos para verificar se os modelos sdo robustos o
suficiente para serem aplicados em diferentes contextos. Nesse sentido, 0 processo
de obtencédo de equaces diferenciais a partir de leis fisicas e modelagem matematica
envolveu etapas como a compreensdo dos fenbmenos fisicos e quimicos e a
identificacdo das variaveis relevantes que influenciam tais sistemas. Em seguida a
analise de resultados utilizando o software Geogebra que permite a identificacdo de
padrbes e comportamentos interessantes do sistema, o que pode ajudar a entender
melhor tais processos.

O trabalho esté organizado em introduc¢édo, consideracdes finais, referéncias e
em trés capitulos entre a introducéo e as consideracdes finais. No qual o Capitulo 1
aborda a revisdo de literatura referente aos principais topicos que compde o tema,
introducdo as Equacbes Diferenciais Ordinarias (EDO), Equacdes Diferenciais de
Primeira Ordem, Modelagem Matematica e conceitos basicos de Mistura e Drenagem
em um Tanque. O capitulo 2 trata da metodologia da pesquisa, abordagem,
estratégias e procedimentos, métodos para utilizados para obtencédo das equacdes,
instrumentacdo e medidas. O capitulo 3 apresenta a analise dos resultados,
abordagem das aplicacdes das EDO nos problemas de mistura e drenagem em um
tanque.

Em sintese, a pesquisa concluiu que as equac¢fes diferenciais de primeira
ordem sé&o Uteis na modelagem dos sistemas de mistura e drenagem em um tanque,
pois, permite a previsdo da concentracdo da solug¢do no tanque em qualquer momento
durante o processo de mistura e a previsao da altura do liquido no tanque em qualquer

momento durante o processo de drenagem.



CAPITULO 1 FUNDAMENTACAO TEORICA
1.1 Aspectos Historicos das Equacdes Diferenciais

Precedentemente aos estudos sobre equacdes diferenciais, a matemética era
dominada pelo estudo de numeros e geometria, principalmente na antiga Grécia que
foi responsavel por muitas das contribuicbes mais importantes nesta area, com
matematicos como Euclides, Arquimedes e Pitdgoras desenvolvendo conceitos
fundamentais da geometria, teoremas e calculo. Na Idade Média, a matematica
continuou a evoluir, com a contribuicdo de matematicos arabes e europeus. Durante
esse periodo, o conhecimento matematico foi transmitido de uma cultura para outra,
resultando em um avanco significativo na compreensao dos nimeros e da geometria.

Na Renascenca, a matematica experimentou um renascimento, com
matematicos como Leonardo da Vinci e Niccold Fontana Tartaglia fazendo avancos
importantes na geometria, algebra e céalculo. (BOYER e MERZBACH, 2012). No
entanto, a maioria desses avancos eram desorganizados e fragmentados, e foi
somente com o surgimento da teoria das equacg@es diferenciais no século XVII que a
matematica comecou a se desenvolver de forma mais sistematica e organizada.

Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz foram dois dos primeiros matematicos
a estudar as equacdes diferenciais. Eles foram influenciados pelas ideias de célculo
infinitesimal e usaram essas ideias para desenvolver a matematica da fisica. Newton
usou as equacdes diferenciais para descrever a dinamica dos objetos em movimento,
enquanto Leibniz usou-as para descrever a taxa de mudanca de quantidades
(BOYCE, DIPRIMA e MEADE, 2020).

No século XVIII, o matematico francés Joseph Louis Lagrange e o matematico
sueco Leonhard Euler continuaram a desenvolver as equacgOes diferenciais e
aplicaram-nas a uma ampla variedade de problemas da fisica, incluindo a mecanica,
a optica e a hidrostatica. No século XIX, o matematico francés Augustin-Louis Cauchy
e 0 matematico alemao Carl Friedrich Gauss desenvolveram métodos para solucéo
de equacdes diferenciais ordinarias, que sédo equacdes diferenciais que envolvem
uma unica variavel independente. No final do século, o matematico francés Henri
Poincaré estudou as equacdes diferenciais no contexto da teoria da dindmica dos

sistemas.
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Temos também a familia Bernoulli que é conhecida por suas contribuicdes
significativas para o estudo das equacdes diferenciais. Essas contribuicdes incluem o
desenvolvimento de teoremas e métodos que foram fundamentais para a
compreensao e resolucdo dessas equacdes. O matematico suico Jakob Bernoulli
(1654-1705) foi um dos primeiros a trabalhar com equacdes diferenciais e
desenvolveu métodos para resolvé-las. Seu irmao, Johann Bernoulli (1667-1748),
também fez importantes contribuicdes para o campo, incluindo o desenvolvimento do
teorema de variacédo de constante, que permite resolver equacdes diferenciais linear
homogéneas.

Outros membros da familia Bernoulli, incluindo Daniel Bernoulli (1700-1782),
continuaram a trabalhar em equacdes diferenciais e a fazer importantes contribuicoes
para o campo da mateméatica. Por exemplo, Daniel desenvolveu a equacdo de
Bernoulli, que € uma equacéo diferencial importante para descrever o movimento de
liquidos e gases. (MARTINS, 2014). No século XX, a teoria das equac0des diferenciais
foi ampliada para incluir equagdes diferenciais parciais, que envolvem mais de uma
variavel independente, e equacdes diferenciais nao lineares.

Além disso, com o0 avanco da tecnologia, as equacfes diferenciais tém sido
aplicadas em diversas areas, incluindo biologia, fisica, economia e engenharia. O uso
de simulacbes computacionais para resolver equacfes diferenciais também tem se
tornado cada vez mais importante, tornando possivel resolver problemas complexos
que seriam impossiveis de se resolver manualmente (BOYCE, DIPRIMA e MEADE,
2020).

A pesquisa interdisciplinar também tem sido um aspecto importante do estudo
das equac®es diferenciais no século XXI, ja que as equacdes diferenciais sdo usadas
para modelar fenbmenos em uma ampla gama de areas, como a saude, a ciéncia
financeira e o0 meio ambiente. Assim sendo, o0 estudo das equacfes diferenciais no
século XXI € uma é&rea vibrante e em constante evolugcdo, com pesquisas que
abrangem uma ampla gama de topicos e aplicacbes. A combinacdo de teoria e
tecnologia permite que os matematicos continuem a avancar em sua compreensao e

resolucao de problemas complexos envolvendo equacgdes diferenciais.



11

1.2 Conhecimentos Iniciais

Para iniciar os estudos sobre uma equacéo diferencial, € importante ter um
conhecimento basico dos conceitos mateméaticos envolvidos, incluindo informacgées
como quais sdo as variaveis dependentes e independentes, no qual uma equacao
diferencial pode envolver uma ou mais variaveis dependentes, que séo funcdes da
variavel independente e de que forma a equacdo descreve como a variavel
dependente varia com relacao a variavel independente.

Além de que precisamos identificar caracteristicas como a ordem de uma
equacao diferencial, que € o nUmero maximo de derivadas que aparecem ha equacao.
O tipo de equacdao diferencial, que podem ser classificadas como lineares ou nao
lineares, homogéneas ou ndo homogéneas, de primeira ou de segunda ordem, entre
outros. A classificacdo da equacéo diferencial pode afetar a escolha da técnica para
soluciona-la.

Além disso, precisamos de conhecimentos iniciais para solucionar uma
equacao diferencial, € necessério fornecer informacdes adicionais sobre a solucao,
geralmente na forma de valores iniciais ou condi¢des de fronteira.

Com esses conceitos basicos, é possivel identificar uma equacao diferencial e
compreender o problema que ela esta descrevendo. A seguir, iremos conceituar as
equacles diferenciais e classificd-las quanto ao tipo, ordem e a linearidade e
conhecimentos sobre os tipos de solu¢do de uma EDO, problemas de valor inicial e
campo de direcOes das equagdes diferenciais.

1.2.1 Conceitos Basicos

As equacdes diferenciais sdo equacdes matematicas que descrevem como
uma grandeza varia em relacdo a outra. Elas representam rela¢des funcionais entre
duas ou mais quantidades dependentes e independentes, onde uma delas é a
derivada da outra (ZILL, 2016).

A exemplo, a equacéo diferencial mais simples € a lei de velocidade de Newton,
gue relaciona a velocidade de um objeto com sua aceleracéo:

dv
i

7

onde “v” é a velocidade, “a” é a aceleracao e “t” € o tempo.

a (1.1)
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1.2.2 Classificacao

As equacdes diferenciais podem ser classificadas de varias maneiras,
dependendo do contexto em que sdo usadas. Algumas das classificagcbes mais
comuns incluem. Conforme Zill(2016):

A classificacdo relacionada ao tipo de equacdo no qual as equacdes
diferenciais ordinarias (EDO): sdo equacgfes que envolvem uma ou mais variaveis

dependentes e uma ou mais variaveis independentes. Por exemplo:

dy
- = 1.2
It y (1.2)

onde "y" é a variavel dependente e "t" € a varidvel independente.

E as equacdes diferenciais parciais (EDP) que sédo equacfes que envolvem
duas ou mais variaveis dependentes e duas ou mais variaveis independentes. Por
exemplo:

0*u  0*u
o2 "oy T

onde "u" é a variavel dependente e "x" e "y" s@o as variaveis independentes.

0 (1.3)

Classificamos também as equacfes diferenciais quanto a ordem que é
determinado pelo grau mais elevado da derivada da variavel dependente na equacao.
Em outras palavras, a ordem de uma equacéo diferencial € o numero de derivadas
presentes na equacao.

Por exemplo, a equacao diferencial:

dy
7 = 14
e (1.4)

tem ordem 1, pois apenas a primeira derivada da variavel dependente "y" esta
presente na equacao.

Jaa equa(;éo diferencial:
—+ —+y =0 15
X ( )

tem ordem 2, pois a equacdo envolve a segunda derivada da variavel
dependente "y".

Uma outra classificagdo importante € a de equacdo diferencial linear que é uma
equacao diferencial na qual o lado direito da equacdo € uma combinacao linear das
variaveis dependentes e suas derivadas. Em outras palavras, uma equacéo diferencial

e linear se pode ser escrita na forma:
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n n-—1

d d
an(x)dTZ+ Ap-q1(%) Y +...+ al(x)é + ao(x)y = f(x) (1.6)

dxn-1
onde "a;(x)" (i = 0,1,...,n) sdo fungbes conhecidas de "x", "y" é a variavel
dependente, e "f(x)" € uma funcdo conhecida de "x". Caso a equacdao diferencial ndo
esteja nessas condicdes ela é considerada entdo nao linear.
Dessa forma, classificar uma equacéao diferencial € importante porque permite
gue vocé entenda as propriedades da equacédo e das solucdes, e isso é fundamental

para solucionar o problema corretamente e obter resultados precisos e confiaveis.

1.2.3 Solucgéao

Como descreve Boyce (2020), A solucdo de uma equacéao diferencial € uma
funcdo que, quando substituida na equacao, satisfaz todas as suas condi¢cdes. Uma
equacao diferencial descreve como uma grandeza varia com relagdo a outra
grandeza, geralmente tempo. Por exemplo, a equacao diferencial de uma posicao de

uma particula pode ser descrita por:

dx
dt
onde x é a posicdo da particula e v € sua velocidade. A solucdo para essa

- v a.7)

equacao seria uma funcao x(t) que descreva a posicao da particula em funcéo do
tempo.

Devido as equacOes diferenciais possuirem diversas solu¢bes, podemos
classifica-las de diversas formas, dentre elas temos:

a) Solucdo geral: € uma solucao que inclui todas as solucdes particulares
COMO casos especiais.

b) Solucdo particular: € uma solugdo que satisfaz apenas as condi¢des
iniciais especificas da equacao.

c) Solucdo singular: € uma solugdo para uma equacado diferencial que
apresenta singularidades, ou seja, pontos onde a solu¢do néo é definida
ou é infinita (ABUNAHMAN, 1989).

d) Solucdo de equilibrio: € uma solugcdo constante da equacdo que
permanece constante ao longo do tempo, em outras palavras, € uma
solugédo que ndo muda com o tempo (BOYCE, DIPRIMA e MEADE,
2020).
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Além disso, uma familia de curvas de uma equacéao diferencial € um conjunto
de curvas que séo solucdes para a mesma equacao diferencial. Cada curva na familia
é identificada por uma condic&o inicial diferente, e cada condic¢ao inicial resulta em
uma solucgéo diferente para a equacao diferencial.

Por exemplo, dada equacéao diferencial.

dy
_ 1.8
dx 3x (1.8)

~ ~ 7 3 ) . )
A solucédo dessa equacéo e y = Exz + ¢ que nos da um conjunto de parabolas

com concavidade voltada para o eixo y positivo conforme os valores da constante ¢

aumentam, como mostra a figura a seguir.

Figura 1 — Familia de curvas solu¢ao da equacéo (1.8)

Fonte: Autor, 2023.

A ideia de uma familia de curvas é importante porque permite visualizar como
a solucéo da equacao diferencial pode variar com diferentes condicdes iniciais. Além
disso, ao estudar a forma geral das curvas na familia, é possivel identificar
propriedades comuns entre as solucdes e compreender melhor a natureza da
equacao diferencial (ZILL, 2016).

Em geral, a solugdo de uma equacéo diferencial pode ser obtida por métodos
analiticos ou numeéricos. Métodos analiticos tentam encontrar uma formula para a
solucédo, enquanto métodos numéricos aproximam a solucdo por meio de calculos

computacionais. Além disso, as equacdes diferenciais geralmente possuem varias
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solucdes, e escolher a solucéo correta pode requerer informacdes adicionais sobre as

condic¢@es iniciais ou de contorno.

1.2.4 Problemas de Valor Inicial

Um problema de valor inicial de uma equacéo diferencial € um tipo de problema
matematico que envolve a obtencdo da solucédo para uma equacéao diferencial dada,
sujeita a uma ou mais condi¢des iniciais. As condicdes iniciais especificam o valor da
solugdo em um determinado momento inicial, e a equagéo diferencial descreve como
a solucao varia com o tempo (ZILL, 2016).

Por exemplo, considere a seguinte equacao diferencial:

dy
i
Com a condigéo inicial y(0) = 1, este € um problema de valor inicial para a

2y (2.9)

equacdao diferencial acima. Isso significa que precisamos encontrar a solucdo para a
equacdao diferencial que satisfaca a condicao inicial de que o valordeyemt = 0¢é
igual a 1. Assim, objetivo é encontrar a solucdo que descreve a variacdo da

guantidade de interesse ao longo do tempo, dada as condic¢des iniciais especificadas.

1.2.5 Campo de Diregdes

O campo de direcBes de uma equacdo diferencial € uma representacao grafica

das solucdes possiveis da equacao na forma.

dy B
—= = f(x) (1.10)

Conforme Zill (2016, p. 39).

Supondo que o valor f(x,y) represente qualquer ponto em uma regido do
plano xy sobre o qual a funcao f esté definida. O valor f(x,y) que a fungéo
atribui ao ponto representa a inclinagdo de uma reta ou, como iremos pensar,
um segmento de reta denominado elemento linear.

O campo de direcdes é representado por uma colecdo de elementos lineares
gue sao solugdes da funcgéo f(x,y).

Além de que o campo de dire¢des pode ser plotado em um plano cartesiano,
com o eixo X representando a variavel independente e o0 eixo y representando a

variavel dependente. Os elementos lineares sédo plotados em pontos especificos no
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plano e mostram a direcdo da variacao da solucdo em cada ponto, por exemplo dada

a equacao diferencial e seu campo direcional a seguir.

dy y
2 —-9g8-2 1.11
dt 8 5 ( )

Em nosso exemplo utilizamos o software Geogebra para a plotagem do grafico

do campo de dire¢des.

Figura 2 — Fluxo do campo direcional da equacéao (1.10)
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Fonte: Autor, 2023.

Observando o grafico com algumas curvas de solucdo da equacao podemos
ver que elas seguem o mesmo fluxo de direcdo dos elementos lineares do campo de
direcéo.

Assim sendo, o campo de direcdes é Util para entender como a solucdo da
equacao diferencial evolui com o tempo e pode ser usado para encontrar as condicdes
iniciais que resultam em solucdes especificas. Além disso, ele pode ser usado para
verificar a estabilidade e a existéncia de solucdes periddicas para a equacdo
diferencial.

1.3 Equacdes Diferenciais de Primeira Ordem

Esta pesquisa trata das equacdes diferenciais de primeira ordem que sé&o
equacOes matematicas que descrevem a variagcado de uma quantidade dependente em
funcdo de uma quantidade independente. Essas equacdes sdo chamadas de "de
primeira ordem" porque a variavel dependente e sua derivada aparecem na equagao,

mas nao aparecem derivadas mais altas.
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Uma equacéo diferencial de primeira ordem pode ser escrita na forma:

dy _
i f&y)

onde y é a variavel dependente, t é a variavel independente, e f(t,y) € a
funcéo que descreve a relacdo entre as duas variaveis.

As equacg0es diferenciais de primeira ordem sdo usadas em varias areas da
ciéncia e engenharia, incluindo fisica, biologia, economia, e muitas outras, para
modelar e entender sistemas dinamicos que mudam com o tempo (ZILL, 2016). A
solucéo de uma equacao diferencial de primeira ordem pode ser encontrada usando
técnicas como o0 método de separacdo de varidveis, 0 método de integracdo direta,
ou 0 método de resolucdo de sistemas de equacgbes diferenciais. A seguir iremos

descrever dois métodos que estdo presentes no escopo da pesquisa.

1.3.1 Equacdes Diferenciais Separaveis

Uma equacédo diferencial separavel é uma equacdo diferencial na qual a
variavel independente (normalmente o tempo) e a variavel dependente (normalmente
a posicao, velocidade, concentracdo etc.) podem ser separadas. Em outras palavras,

a equacao pode ser escrita ha forma:

j—z = f(N9®) (1.12)
onde y € a variavel dependente e x é a variavel independente.
Essas equacdes podem ser resolvidas integrando ambos os lados da equacéo
separadamente. A solucao geral para uma equacao diferencial separavel é:

yx) = C + [ f(y) g(x) dx (1.13)
onde C € uma constante de integracao.

1.3.2 Equacdes Diferenciais Lineares; Método do Fator Integrante

A ideia deste método é transformar a equacédo diferencial em uma equacéo
integral. Isso é feito por se aplicar o fator integrante a ambos os lados da equacéo. O
fator integrante € uma funcdo matematica escolhida de tal forma que quando se aplica
a uma funcao, a derivada da funcao resultante seja igual a funcéo original. Assim, a

equacdo resultante é uma equacdo integral que pode ser resolvida de forma
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convencional. Uma vez resolvida, a solucdo pode ser obtida com a aplicacdo da
técnica inversa.

Utilizaremos o método do fator integrante na resolugcdo das equacghes
relacionadas a problemas de mistura, assim sendo dada a equacéo na forma.

dy _
— gy =f® (1.14)

A fim, de determinar a solucdo geral da equacao, multiplicamos a equacao

(1.14) pela funcéo u(x), obtendo a equacéao (1.15).

d
RE) -+ R Gy = R () (1.15)

Observe que o lado esquerdo de (1.15) assemelha-se a regra do produto, uma
regra que permite a diferenciagdo de produtos de duas funcdes diferenciaveis, nesse

caso a fungao p(x) e funcao y, dessa forma obteremos a equagao (1.16).

du(x)y]
—— = u(f () (1.16)

A partir da equacédo (1.16) podemos determinar a solugéo geral da equacéo
diferencial ordinéria de (1.14) integrando a equacdo (1.16) de ambos os lados,

obtendo a equacéo (1.17).

y (f u(x)f(x)dx +c) (2.17)

NG)

E desde ja se aplica métodos de integracdo para determinar a funcéo y
derivavel até a ordem n em um intervalo |, que satisfaz a equacéo (1.17).

Agora vamos determinar a funcédo u(x), chamada de fator integrante, que
permite encontrar a solucdo geral da EDO linear em (1.14).

Por transitividade podemos igualar as equacées (1.15) e (1.16), haja vista que
o elemento direito de todas as equacdes permite que facamos isso, dessa forma
obtemos a seguinte equacao em (1.19) encontrando a funcéo p(x) em (1.22).

d
B+ p()g().y = k(). f@)
(1.18)

d
a[/«t(x)-y] = ux). f(x)

d _dy
P [u().y] = g T g (). y (1.19)
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dy d d
u-% + l;ix) y= u-d—z +u(x)g(x).y (1.20)
WD - ug) (1.21)
p(x) = el 90dx (1.22)

1.4 Modelagem com Equacdes Diferenciais de Primeira Ordem

Um modelo matemético € uma representacao simplificada de um sistema,
fendmeno ou processo da vida real, usando linguagem matematica para descrever as
relacdes entre as variaveis relevantes e prever o comportamento do sistema. Ele é
usado para testar hipoteses, fazer previsdes e entender melhor o sistema que esta
sendo estudado (BASSANEZI, 2004).

Ainda de acordo com Bassanezi (2002) as fases de um modelo matematico séo
caracterizadas por fase da experimentacdo, no qual é feita a coleta dos dados do
fendmeno a ser modelado, a abstracdo que consiste em determinar a equacao do
problema, a fase da resolu¢éo que passa do aspecto qualitativo da fase de abstracéo
para a obtencao de dados quantitativos do problema, validacdo que € a determinacgéo
da proximidade da solugcéo real com a solugdo aproximada obtida na resolugcéo do
modelo e a fase de modificacdo que depende dos resultados obtidos com 0 modelo
matematico para ser aceitacdo do modelo ou a reformulacdo de um novo modelo
matematico para o problema, o esquema simplificado dessas fases pode ser

verificado na figura a seguir:

Figura 3 — Fases da modelagem matematica

validagdo resolugdo

Fonte: Autor, 2023.
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De acordo com Boyce (2020) o processo de construcdo de modelos

matematicos envolvendo equacdes diferenciais de primeira ordem geralmente

envolve as seguintes etapas.

1.

Formular o problema: identifique o fenbmeno ou sistema que estd sendo
estudado e defina o problema em termos matematicos. Identifique as variaveis
relevantes, as condic¢des iniciais e as suposi¢des sobre o comportamento do
sistema.

Escrever a equagéo diferencial: com base nas informagdes coletadas na etapa
anterior, escreva uma equacao diferencial que descreva o comportamento do
sistema. Normalmente, a equacéao diferencial incluira uma ou mais derivadas
de uma ou mais variaveis dependentes, em relacdo a uma variavel
independente.

Resolver a equacao diferencial: dependendo da complexidade da equacéo
diferencial, pode ser necessario simplifica-la ou transforma-la em uma forma
mais solucionavel. A solucédo da equacédo diferencial pode ser encontrada por
meio de técnicas analiticas, como separagcdo de variaveis, fator integrante,
transformadas de Laplace ou métodos numéricos, como o método de Euler.
Interpretar os resultados: uma vez que a solucdo é encontrada, ela pode ser
usada para prever o comportamento do sistema ao longo do tempo. Os
resultados devem ser interpretados em termos do problema original, verificando
se eles fazem sentido fisico ou se precisam ser ajustados.

Validar o modelo: por fim, o modelo deve ser validado por meio de comparacgao
dos resultados previstos com os dados experimentais ou observacionais. Se
houver discrepancias significativas, o modelo pode precisar ser revisado ou
ajustado para melhor corresponder aos dados reais.

Ao longo de todo o processo, € importante considerar a simplicidade do modelo,

para que ele seja facil de entender e modificar, e sua precisdo, para que seja capaz

de fornecer previsdes Uteis e confiaveis.

1.4.1 Modelo Mateméatico de Drenagem em um Tanque

O modelo matematico de escoamento de liquido por um orificio em um tanque

pode ser descrito por meio de equacdes diferenciais. Essas equagfes descrevem

como a quantidade de liquido que flui através do orificio muda com o tempo. A
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equacao elementar para o escoamento de liquido através de um orificio em um tanque

é dada pela Lei de Torricellit:

Figura 4 — Tanque de drenagem

Fonte: Autor, 2023.

v=yQ2gh (1.23)
onde v é a velocidade do escoamento, g é a aceleragéo da gravidade, e h € a
diferenca de altura entre a superficie do liquido no tanque e o orificio de saida.
A taxa de escoamento de liquido, Q, através do orificio é dada por:

Q =Av (1.24)
onde A é a area da secao transversal do orificio. Combinando as equacdes acima,
temos:

Q =cAJ(2-g-h) (1.25)
onde ¢ é uma constante de proporcionalidade que depende das dimensdes do orificio
e outros fatores relevantes.

Por fim, a equacédo para descrever a variagdo da altura do liquido no tanque é

dada por:
dh A
- = .. 1.26
7t c-p0Q (1.26)

onde B é a area da superficie do liquido no tanque. Esta equacéo descreve como a

altura do liqguido muda com o tempo a medida que o liquido flui através do orificio.

1 EVANGELISTA TORRICELLI (1608-1647), foi um fisico e matematico italiano, mais
conhecido pela invencéo do barémetro, por descobertas na area da Optica e pela equacao de Torricelli
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Esta equacao € uma equacao diferencial de primeiro grau e pode ser resolvida
analiticamente ou numericamente para obter a solucdo para a altura do liquido no
tanque como uma funcéo do tempo (ZILL, 2016).

Nesse sentido, 0 modelo matemético de escoamento de liquido por um orificio
em um tanque € uma ferramenta importante para entender como a quantidade de
liquido que flui através do orificio muda com o tempo e como a altura do liquido no

tanque varia com o tempo.

1.4.2 Modelo Matemético de Mistura

O modelo matematico para a variacao da quantidade de uma mistura dentro do
tanque depende das condicdes de entrada e saida da mistura, bem como do fluxo da
mistura dentro do tanque. Neste trabalho apresentaremos a equacao geral para a
variacao da quantidade de uma mistura dentro do tanque, levando em consideragéo

a entrada e saida da mistura.

Figura 5 — Tanque de mistura

Taxa de entrada
da mistura

Taxa de saida
da mistura

Fonte: Autor, 2023.

Considere o tanque da Figura 5 contendo uma mistura, com uma densidade de
massa denotada por p. A quantidade de mistura no tanque, denotada por Q, € uma
funcdo do tempo t. A taxa de variacdo da quantidade de mistura no tanque é dada

pela equacado da conservacao de massa:
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dQ
d_t - Qin - Qout (1'27)

onde Q;, € ataxa de entrada de mistura no tanque e Q,,; € a taxa de saida de mistura
do tanque.

Se a mistura é completamente revolvida no tanque, podemos escrever Q;, €
Q.u:€m termos da vazao de entrada e saida da mistura e da densidade de massa da

mistura:
Qn=1p " Vin (1.28)

Qout = P * Vour (1-29)

onde V,,, € a vazao de entrada e V,,; é a vazao de saida.
Substituindo a equacao (1.24) e (1.25) em (1.23), podemos obter a equacao
geral para a variacdo da quantidade de mistura no tanque, dada por:

dQ
dt
Essa equagéo descreve como a quantidade de mistura no tanque varia ao

P Vin =P Vou (1.30)

longo do tempo, levando em consideragdo a entrada e saida da mistura.

Para resolver essa equacao e determinar a quantidade de mistura no tanque
em um dado momento, € necessario conhecer as condic¢des iniciais da quantidade de
mistura e da densidade de massa, bem como as propriedades da mistura, incluindo a
densidade e a viscosidade.

Além disso, é preciso conhecer as condices de entrada e saida da mistura no

tanque, que afetam as taxas de entrada e saida de mistura.
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CAPITULO 2 METODOLOGIA DA PESQUISA
2.1 Abordagem, estratégias de investigacao e os procedimentos técnicos.

A abordagem metodoldgica da pesquisa é quantitativa pois estara voltada a
desenvolvimento de teoremas e modelos. Fonseca (2002, p. 20) apud (Gerhardt 2009,
p.35) nos fala que uma pesquisa quantitativa estd centrada em objetividade e na
relacdo das variaveis de um fendbmeno através da linguagem matematica.

A pesquisa quantitativa se centra na objetividade, influenciada pelo

positivismo, considera que a realidade s6 pode ser compreendida com base
na analise de dados brutos, recolhidos com o auxilio de instrumentos

padronizados e neutros. A pesquisa quantitativa recorre a linguagem
matematica para descrever as causas de um fendmeno, as relagfes entre
variaveis etc.

A estratégia utilizada na pesquisa sera a descritiva, tendo como finalidade a
descricéo dos resultados obtidos de problemas de cunho fisico-quimico através de um
estudo das equacgOes diferenciais resultantes dos modelos matematicos adotados
para cada problema.

GIL (2008, p.28) nos relata que.

As pesquisas deste tipo tém como objetivo primordial a descricdo das
caracteristicas de determinada populacdo ou fendmeno ou o estabelecimento
de relagbes entre variaveis. Sao inimeros os estudos que podem ser

classificados sob este titulo e uma de suas caracteristicas mais significativas
esta na utilizagdo de técnicas padronizadas de coleta de dados.

A pesquisa serd bibliogréafica sera baseada em estudos de autores, como Zill
(2016), Boyce (2020), Bassanezi (2002) e Abunahman (1989) em equacdes
diferenciais e modelos matemaéticos, Zill (2016), no problema de drenagem em um
tanque, e entre outros pensadores que elaboraram trabalhos pertinentes ao assunto.

Em relacdo aos procedimentos técnicos adotados usaremos a pesquisa
experimental, que consiste em uma abordagem cientifica que se concentra na
manipulagdo intencional de variaveis para testar hipéteses ou teorias. Em pesquisa
experimental, os investigadores controlam cuidadosamente as condi¢cbes
experimentais e observam os resultados para determinar se as mudancas nas
variaveis independentes (aquelas que sdo manipuladas) tém um efeito significativo

nas variaveis dependentes (aquelas que sao medidas).
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“A pesquisa experimental consiste em determinar um objeto de estudo,
selecionar as variaveis que seriam capazes de influencia-lo, definir as formas
de controle e de observacao dos efeitos que a variavel produz no objeto (GIL,
2017).”

A pesquisa experimental é frequentemente utilizada em campos como
psicologia, medicina, biologia e fisica, onde os investigadores precisam testar teorias
ou hipéteses sobre o comportamento ou as propriedades de sistemas naturais. E
importante ressaltar que a pesquisa experimental é apenas uma das varias
abordagens cientificas disponiveis e nem sempre é apropriada para todas as
perguntas de pesquisa.

Em resumo, a pesquisa experimental € uma abordagem importante para testar
teorias e hipdteses na ciéncia, permitindo aos investigadores determinar se ha uma

relacdo causal entre as variaveis.

2.2 Métodos utilizados para obtencao das equacdes

O processo de obtencdo de equactes diferenciais a partir de leis fisicas e
modelagem matematica envolve varias etapas. Primeiramente, € necessario
compreender o fendmeno fisico que se deseja descrever e identificar as variaveis
relevantes que influenciam esse fendmeno. Em seguida, é feita a modelagem
matematica, que consiste em estabelecer uma relacdo matematica entre as variaveis
identificadas. Essa relacdo pode ser uma equacéo algébrica, uma equacéo diferencial
ou um conjunto de equagdes (BOYCE, DIPRIMA e MEADE, 2020).

No caso das equacdes diferenciais, € necessario levar em consideracao as
taxas de variacdo das variaveis em relacdo ao tempo ou a outras variaveis. As
equacdes diferenciais podem ser de diferentes ordens, dependendo do niumero de
derivadas presentes na equacédo. Uma vez obtida a equacao diferencial que modela
o fenbmeno fisico, é possivel analisa-la e encontrar solucbes que descrevem o
comportamento do sistema ao longo do tempo. Essas solugbes podem ser obtidas
analiticamente ou numericamente, dependendo da complexidade da equacgao

diferencial e das técnicas disponiveis para sua resolucéo.

2.3 Instrumentacao e Medidas

O Geogebra é uma ferramenta computacional que permite a criacdo de

modelos matematicos interativos e a exploracao visual desses modelos.
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Com o Geogebra, € possivel criar graficos que representam a evolucdo da
concentracdo de cada fluido no tanque ao longo do tempo, permitindo a analise do
comportamento do sistema de forma visual e intuitiva. Aléem disso, € possivel criar
animacdes e simulagbes que permitem a analise de diferentes cenéarios, como
variacfes nas taxas de fluxo dos fluidos, mudancas nas condi¢des iniciais e outras
variaveis.

A andlise de resultados utilizando o Geogebra permite a identificacdo de
padrbes e comportamentos interessantes do sistema, o que pode ajudar a entender
melhor o processo de mistura e drenagem em um tanque. Além disso, € possivel
realizar analises de sensibilidade para identificar os fatores que mais influenciam o
comportamento do sistema, permitindo a otimizagdo do processo de mistura e
drenagem para atingir os melhores resultados.

Uma das aplica¢des do software Geogebra € no estudo das propriedades das
solucdes de uma EDO, no qual podemos projetar um campo de direcdes, e analisar o

comportamento dessas equacgdes proximo de um ponto do grafico, por exemplo.

Figura 6 — Campo de direc6es de uma EDO
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Fonte: Autor, 2023.

Dessa forma, a utilizagdo do Geogebra na andlise de modelos matematicos de
mistura e drenagem em um tanque com equacdes diferenciais é fundamental para
uma analise mais completa e detalhada dos resultados. Com essa ferramenta, é
possivel obter uma melhor compreensao do comportamento do sistema, otimizar o

processo e tomar decisfes mais assertivas para maximizar a eficiéncia do processo.
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CAPITULO 3 APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Em ciéncias, engenharias e nas mais diversas areas, frequentemente se faz
necessaria a modelagem de um sistema, a fim de estudar o comportamento de um
sistema em termos matematicos. Para tal, se torna necessério identificar as variaveis
responsaveis pelo sistema, assim como o conjunto de hipoteses que descrevem o
sistema.

Na secdo 1.4.2 foi descrito o modelo matematico de escoamento de um liquido
por um orificio, onde foi descrita a Lei de Torricelli e a partir da sua equacao foi
deduzida e descrita a equacao diferencial (EDO) de drenagem em um tanque e na
secdo 1.4.1 o modelo matemético de mistura. Logo abaixo, daremos cinco aplicacoes

e o0 estudo dos seus comportamentos com auxilio do Software Geogebra.

3.1 Drenagem em um tanque (Lei de Torricelli)
Problema 1

Calcule a altura da agua no tanque num instante qualquer, sabendo que o
tanque tem um diametro de 2 m, o orificio tem um diametro de 1 cm e a altura inicial
da 4gua, quando o orificio é aberto, é de 2,25 m. Em que momento o tanque ficara
vazio?

Informacao fisica. Considerando a acdo da forca gravitacional, a velocidade da

agua que flui do reservatorio é:

(Lei de Torricelli) v = 0,600,/ 2gh(t) (3.2)

Onde:
h(t) € a altura da agua acima do orificio no instante t,

g = 9,8m/s* é a aceleracdo da gravidade na superficie terrestre.
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Figura 7 — Escoamento de um fluido de um tanque cilindrico. Lei de Torricelli

2 metros

2,25 metros

Orificio

Fonte: Autor, 2023.

Solucgéo:

Comecaremos introduzindo letras para representar as diversas quantidades de
interesse neste problema. O movimento ocorre durante determinado intervalo de
tempo. Utilizaremos t para denotar tempo, h para representar a altura da agua dentro
do tanque em um instante qualquer. A altura deve variar com o tempo, de modo que
vamos considerar h como uma funcdo de t; em outras palavras, t € a variavel
independente e h € a variavel dependente. Usaremos as unidades de acordo ao
enunciado do problema, mais precisamente t em segundos e h em metros. Além
disso, o problema nos da uma informacao fisica valiosa para a constru¢do do modelo
matematico, que € a lei fisica para a velocidade de escoamento da 4gua do tanque
através do orificio, demonstrada no capitulo 1.4.1 , que permite calcular a velocidade
final de um corpo que esteja em movimento retilineo uniformemente variado (MRUV)
mesmo sem saber o intervalo de tempo que o objeto percorreu. Em linguagem

matematica, essa lei é expressa pela equacéo (3.2):
v?2 = vy + 2als (3.2)

v € a velocidade final do objeto,
vy € a velocidade inicial,
a é a aceleracao,

As € 0 espaco percorrido pelo objeto.
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Neste problema a velocidade inicial é zero, pois a 4gua esta parada no instante
inicial, a aceleracéo € g e 0 espaco percorrido € h, além disso, devemos considerar
também que a velocidade real de escoamento sempre sera menor que a velocidade
ideal do objeto, devido entre outros fatores a fendbmenos fisicos como o coeficiente de
contracdo que esta relacionado a mudanca da trajetoria de algumas particulas do
liquido, devido essas particulas colidirem com a base do tanque e se direcionarem ao
orificio. Para orificios circulares de parede fina, como no caso presente, a literatura
especializada demanda um valor médio da ordem de 0,62 calculado a partir da razéo
entre a area da seccao contraida e a area do orificio. Neste problema usaremos o
valor 0,6 para o coeficiente de contracdo (ALMEIDA, SALES, et al., 2017).

Utilizaremos nesse problema o principio da vazao, que é conceituado como a
guantidade de fluido que escoa através de um conduto em um determinado periodo,
calculada através da equacéo (3.3):

— AVsal’da

= . 3.3
At v. A (3.3)

onde:

Q é avazao,

AVgqiqq € @ quantidade de fluido deslocado no intervalo de tempo,

At o intervalo de tempo considerado,

v € a velocidade média global do fluido no conduto,

A é a area da seccdo transversal no conduto.

Serdo usadas as unidades do sistema internacional de medidas (unidades Sl).
Além disso, a variacdo Ah da altura da agua no tanque € proporcional a variacdo

AV4enitro do volume de agua dentro do tanque, conforme a equacéo (3.4):
AVgentro = —BAR (3.4)

O sinal negativo na equacao acima, ocorre pois o volume da agua diminui e B
é a area da base do tanque em m?.

Diante dessas trés equacdes que governam o problema, o préximo passo &
relaciona-las as variaveis escolhidas no inicio da etapa de solucdo do problema, as
variaveis t e h. Primeiramente iremos igualar por transitividade as duas equacdes da
vazao, de tal forma que possamos isolar a variavel AV;,;4, que é a variagcao do volume

de agua que sai do tanque, obtendo a equacéo (3.5):
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AVsaida =v.A. At (35)

A variacéo do volume de saida da agua deve ser igual a variacdo do volume de
agua que diminui dentro do tanque, sendo assim, podemos igualar as equacdes (3.4)
da variacdo do volume de agua dentro do tanque e a equacgéo (3.5) da variagdo do
volume de agua que sai do tanque, e escrevé-las em funcdo da razdo entre as

variagdes da altura h e o tempo t:

Ah A
=y 3.6
At VB (3.6)
Agora, finalmente podemos usar a informacéo fisica dada no problema e
relacioné-la a equagéo (3.6):

Ah A
ar_ _ : 2 3.7
= —0,600/2gh(t) (3.7)

Entretanto, para que possamos exibir a equacéo diferencial devemos fazer
At — 0, ou seja a um intervalo infinitesimal de variagédo instantanea, e substituir o valor

atribuido a aceleracao da gravidade g no inicio do problema:

dh A
= —2,65.§.W (3.8)

A equacao diferencial (3.8) € o modelo matematico para a altura h da agua

dentro do tanque, os parametros A e B sao as areas respectivamente do orificio e da
base do tanque cilindrico.

Investigando o comportamento da equacao diferencial encontrada antes de
resolvé-la utilizando o campo de direcbes do Software Geogebra, inicialmente
criaremos controles deslizantes para a altura da agua dentro do tanque, area do
orificio de saida da agua e para a area da base do tanque, além disso, vamos
estabelecer limites de variacdo para cada controle. Usaremos valores que se
aproximam de dados do problema, para a altura da agua sera de 0 a 2,25, e para a
area do orificio de 0 a 10 e para a area da base do tanque de 0 a 1000, conforme a

figura a sequir:
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Figura 8 — Campo de dire¢des do problema 1
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Fonte: Autor, 2023.

Em seguida variando a altura da agua de forma decrescente para 0, podemos
verificar que o fluxo de elementos lineares é paralelo ao eixo das abcissas, 0 que

indica que a solucdo de equilibrio da equacdo é em h(t) = 0, conforme a figura a

seqguir:
Figura 9 — Campo de dire¢des para h(t)=0
D EIA S SCNSIPANEIR 5C Q=
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o ! b ) D D D D & & D D D .
( e 0 O _ 2 __ __ __ . . o
® Base = 1000 P e e — — — — — — — — — —allud=) — — — — — =
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Fonte: Autor, 2023.

Utilizando o Método de Separacao de Variaveis em (3.8) obtemos:
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dh
JR(O

Integrando a equacédo acima, de ambos os lados:

= —2,65 4 dt
- ) B (3.9)

A
2Vh = ¢; — 2,65 5t (3.10)

2
Dividindo por 2 e elevando ao quadrado, chegamos a h = (c - 1,32 -%-t) .

0,0052%m

Inserindo os valores de A e B em 1,32 -%, obtemos:1,32 -g =1,32-——=10,000033,
e a solucéo geral, sera dada por:
h(t) = (c — 0,000033t)? (3.11)

Iremos agora, determinar a solucdo particular dado que as condigdes iniciais
do problema séo h(0) = 2,25 m. A substituicdo de t = 0 e h = 2,25 nos da, a partir da

solucéo geral, ¢* = 2,25 de onde ¢ = 1,5 de onde, a solugéo particular € dada por:
h,(t) = (1,5 - 0,000033t)? (3.12)

Dessa forma, podemos determinar o tempo para que o tanque fique vazio
fazendo h,(t) =0, entdo t = 1,5/0,000033 = 45454 s = 12,6 horas

A fim de visualizar a projecao do gréafico da solucéo, foi utilizado o Software
Geogebra. Comecamos a priori inserindo a solucéo particular do problema de modo
que o gréafico é plotado. E possivel confirmar o resultado encontrado nos céalculos
algébricos, observando os pontos de interseccdo dos eixos com a curva, como pode

ser visto na imagem abaixo.

Figura 10 — Curva de soluc¢ao do problema 1

~ Intersec3olf, EixoX) ! N\
\
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= (15-0f, (0 x< 45454 58) E AN

+ : NS

Fonte: Autor, 2023.
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O eixo das ordenadas representa a altura da agua e o eixo das abcissas
representa o tempo em segundos. Dessa forma, o ponto A representa a altura da agua
em metros no instante t =0 e altura 2,25 metros e o ponto B de coordenadas
(45180.72,0) que representa a altura igual a 0 metros e o tempo em segundos
decorrido para esvaziar o tanque.

Analisando em uma outra perspectiva, por se tratar de uma funcao de segundo
grau, espera-se obter uma parabola de concavidade para cima, pois o coeficiente que
acompanha t* é positivo. Assim, o grafico abaixo apresenta o comportamento da
funcdo em questéo, que foi limitada ao ponto em que t = 0, pois néo faria sentido
considerar valores negativos para t, até o ponto em que h = 0, ou seja, 0 momento
em que o tanque estara vazio.

Podemos ainda fazer um estudo mais detalhado da quantidade de 4gua em
funcao do tempo, utilizando uma ferramenta chamada controle deslizante, neste caso,
com relacdo ao tempo, 0 que nos permiti verificar o tanque se esvaziando com o
passar dos minutos. Encontramos pela solucao analitica, que o tanque se encontrara
vazio, ap0s aproximadamente 12,6 horas, 0 que equivale a aproximadamente
756 minutos.

A fim de obter esses resultados geometricamente, inserimos primeiramente a
funcdo solucdo no Software Geogebra e em seguida criamos dois controles
deslizantes que chamaremos de x; e x,, ambos relacionados ao tempo. O segundo
controle deslizante x, se faz necessario para que o grafico seja plotado ponto a ponto
e assim possamos averiguar com precisao a altura da agua no tanque, com o passar
do tempo. Utilizamos em ambos a mesma variacao, neste caso de 0 a 756 minutos,
ambos com incremento 10. Para habilitar esta ferramenta no Software Geogebra,
basta clicarmos no segundo icone da direita para a esquerda, na linha superior, e
apertando o botdo direito do mouse em qualquer lugar na janela de visualizacéo

aparecera essa caixa branca como mostrada na figura abaixo.
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Figura 11 — Controle deslizante

Controle Deslizante

Nome

a=1

@® Nimero (O Angulo (O Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacao

min max Incremento
-5 5

CANCELAR

Fonte: Autor, 2023.

7

Nesta caixa, € onde nomeamos os referidos controles deslizantes citados

acima e inserimos as variacdes de tempo e incrementos que sdo apropriadas para
cada situagao problema.

O grafico abaixo ilustra a solugéo.

Figura 12 — Controles deslizantes xi e x;
A0 N[

L

@ i) = (15-0x%7 LT £ I *
=1 : "4: 55

i [ 756 (&) :_Z i

e | !

= (15-0x)% (1<x<0)

C = (%, f{x2))

= (0.225)

+  Entrada

500 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000 55000 60D 85000 70000 75000  B0GGD 65000 00D

Fonte: Autor, 2023.

Foi inserida a fim de obter uma melhor visualizacdo, um ro6tulo no ponto C
criado. Para habitar este rétulo podemos seguir 0s seguintes passos:

1. Clicar no ponto C com o botédo direito do mouse; em configuracdes é
permitido escolher uma cor para ele.
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2. Em Basico, selecione exibir rastro (que permite uma avaliagdo ponto a
ponto de acordo com o incremento utilizado).
3. Em Legenda escreva: tempo/altura
ApOs essa sequéncia de dados, basta clicar no cursor em x,, obtendo a
construgéo abaixo.
Observe por exemplo que em t = 600 minutos = 6 horas, a altura de agua no

tanque é de aproximadamente 2,19.

Figura 13 — Movimentacdo dos controles deslizantes x1 e Xz
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Fonte: Autor, 2023.

Vale ressalvar pequenas imprecisdes, devido ao arredondamento das casas,

observe ainda que o dado inicial do problema pode ser verificado no gréfico:

Figura 14 — Condig¢des iniciais do problema 1
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Fonte: Autor, 2023.
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Problema 2

Considere um funil de 6cm de raio e 20cm de altura. O funil esta
completamente cheio com um liquido que escoa continuamente através de um orificio
de 1,5 cm de diametro. Supondo que a geratriz do cone forme um angulo de 302 com
a altura, determine o tempo necessario para que o liquido contido no funil atinja um

quarto do volume inicial.

Figura 15 — Funil do problema 2

h=20cm

Didmetro = 1,5 cm
S~

Fonte: Autor, 2023.

Solucgéo:

Definiremos primeiramente o volume inicial do liquido contido no funil:

1
V; = 5m.6%.20 (3.13)
V; = 754 cm? (3.14)

. , . , . .. 1
Buscamos determinar o tempo necessario que o liquido atinja " do volume
inicial, isto é:

v, =1y, (3.15)
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Vr = 188,5 cm®

Sejatana = % (ver figura abaixo), temos R = htana.

Figura 16 — Base do cone

a h
R
A
Fonte: Autor, 2023.
Assim,
111
Ve =—|zm (htana)?. h (3.16)
413
Ve = i7rh3 tan’a (3.17)
I 712

188,5 = i7rh3 tan®30°
’ 12

188,5 = 0,0873 h?
h3 = 15,456
h=2,5cm (3.18)

Assim, devemos encontrar o tempo necessario para que o liquido atinja uma
altura de 2,5 cm.
Sabendo que a secao transversal do cone é dada por:
A = R?
A = n(htan a)? (3.19)

Podemos utilizar a formula



dh

A—-=-B\[2gh

onde B representa a area transversal do orificio de saida, logo B = nr?.

Assim,
dh
w(htana)? i —mr?,/2gh
dh
—(htana)2 r?\/2gh

Substituindo os valores:
dh 1,5
—(h.tan30°)za ( > )2,/2 9,8.h

dh
—033h2d =2,49Vh

2

h
—dh =—-755dt
Vh

Integrando ambos os lados:

J —dh = J —7,55dt
jhi dh=J—7,55 dt

5 5
hz = —5.7,55t+C

Parat = 0 temos h = 20 cm. Assim,

5
202 =-18,875.0+C

C =1788,85

Dessa forma, para a solugado em particular temos:

5
h2 = —-18,875t + 1788,85

Para h = 2,5 cm, temos:

5
2,52 =-18,875t + 1788,85

38

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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t=94,25s

O comportamento da funcdo pode ser observado no grafico abaixo:

Figura 17 — Grafico da solucédo da equacédo do problema 2

40 1
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(0, 20)
209
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Fonte: Autor, 2023.

Nesse caso, entende-se que conforme t progride, maior serd a vazao, ou seja,
maior serd a velocidade de escoamento. Essa observacdo pode ser atestada pela
inclinacdo da reta tangente a funcéo, dada por:

dh 755
—=- 3 (3.26)
At (_18,875¢ + 1788,85)5

Os valores obtidos para a inclinacdo da reta tangente sdo negativos conforme

t aumenta, o que evidencia o declive da funcdo. Além disso, condizente a
aproximacéao de t = 94,77 s, tempo referente a h = 0, ou seja, quando o funil estara
vazio, mais negativos serdo os valores da inclinacdo da reta.

Para obter esses resultados através de uma abordagem geométrica,
comecgamos por inserir a funcdo solucdo no Software Geogebra e, posteriormente,
criamos dois controles deslizantes denominados x; e x,, ambos relacionados ao
tempo. O segundo controle deslizante, x,, € fundamental para plotar o grafico ponto a
ponto e, dessa forma, possibilitar uma analise precisa da altura da agua no tanque ao
longo do tempo. Utilizamos a mesma variagdo em ambos os controles deslizantes,
indo de 0 a 100 segundos com um incremento de 1. Para habilitar essa ferramenta no
Software Geogebra, basta clicar no segundo icone da direita para a esquerda na linha

superior e, em seguida, clicar com o botéo direito do mouse em qualquer parte da
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janela de visualizacao para que a caixa branca apareca, conforme mostrado na figura
abaixo.

Figura 18 — Controle deslizante
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min max Incremento
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Fonte: Autor, 2023.

Nesta caixa, € onde nomeamos os referidos controles deslizantes citados
acima e inserimos as variagdes de tempo e incrementos que sao apropriadas para
cada situacao problema.

O gréfico abaixo ilustra a solucéo.

Figura 19 — Controles deslizantes xi1 e Xz
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g(x) = Se(xl < x < x2,f(x)) H 5 I \ /
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' /
A = (x2,(x2)) i /
= (20, 18.19) |

+ | Entrada

Fonte: Autor, 2023.

Foi inserida a fim de obter uma melhor visualizagdo, um ro6tulo no ponto C

criado. Para habitar este rétulo podemos seguir 0s seguintes passos:
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1. Clicar no ponto C com o botdo direito do mouse; em configuracdes &
permitido escolher uma cor para ele.
2. Em Bésico, selecione exibir rastro (que permite uma avaliacdo ponto a
ponto de acordo com o incremento utilizado).
3. Em Legenda escreva: tempo/altura
Apés essa sequéncia de dados, basta clicar no cursor em x,, obtendo a
construcdo abaixo.

Observe por exemplo que em t = 60 segundos = 1 minuto, a altura do liquido
no tanque €é de 13,39 cm.

Figura 20 — Movimentacédo dos controles deslizantes x; e Xz
AL OO 4N = e
@¢ : N x1=1

(3 .

&)

100 (& | | ’i: i I

f:y=(-18.88x+ 1788.85)}

B0 = Se(xl < x < x2,f(x)) empo/altura = (60, 13.39)

= (-18.88x+1788.85)}, (1<x<60)

A = (x2,1(x2))

= (60, 13.39)

Fonte: Autor, 2023.

Vale ressalvar pequenas imprecisdes, devido ao arredondamento das casas,

observe ainda que o dado inicial do problema pode ser verificado no grafico:

Figura 21 — Condicdes iniciais do problema 5
w R A :. ® 0 & \ RS

E Ll N x1=1
30 >
1=1 3
0 @ 100 ® )::O

0@ 100 ()
= \ tempo/altura = (0, 20
. 2

@  f:y=(-1888x+1788.85)}
g(x) = Se(xd < x < x2,(x))

= (-18.88x+1788.85)}, (1<x<0)

A = (x2,f(x2)) i N

= (0, 20)

Fonte: Autor, 2023.
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Problema 3

Suponha que a agua esteja saindo do tanque por um orificio circular em sua
base de area A;,. Quando a agua vaza pelo orificio, 0 atrito e a contracdo da corrente
nas proximidades do orificio reduzem o volume de agua que esta vazando do tanque
por segundo para cAh\/ﬂ, onde ¢ (0 < ¢ < 1) é uma constante empirica. Determine
uma equacao diferencial para altura h de agua no instante t para um tanque cubico,
como na figura abaixo . O raio do orificio é 50,8 mm, e g = 9800 mm/s* e altura do

tanque € de 3,05 metros.

Figura 22 — Tanque clbico do Problema 3

3,05 metros

Ah Buraco circular

Fonte: Autor, 2023.

Solucgéo
T g dh _ Ap
A equacao diferencial é i CAW‘/zgh'
Usando
A, = n(50,8mm)? = 8107,32mm? , Aw = (3050mm)? = 9302500mm?* e g =

9800 mm/s?, temos:
dh 4o
= _¢(22) /2gn
dc = ¢ (AW> g
dh 8107,32
ac ¢ (9302500) v2(9800)(R)

dh

== —c(8,72.10~)140Vh
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dh
— =-0122.c.Vh
dt

Para uma melhor visualizacdo do comportamento dessa equacéao diferencial

iremos projetar o seu gréafico no software Geogebra, conforme a figura abaixo:

Figura 23 — Campo de dire¢cdes da equacgao do problema 3
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IS8 IR ERELREH\ RS IHAE JHEE N AR) SERA IRRH NEua sk e\ St R

asae \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ uncaoc de Varias varaveis
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0 A S0 AL A N UEP N\ WA N EA YA PN N RERA R ,

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ Lugar Geométrico

25\“ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ O cddl = CampoDeDiregtes(f, 20, 0.9)
L RSATH AR VR B\ Wt A Ra S |Rus\ W A\ wuna S Yamn) man numa ynmn
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VAV VYN YV VNN N Y N Y T e
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Fonte: Autor, 2023.

Podemos notar que préximo de zero a funcéo tende a valores mais proximos
de zero e para valores mais distantes de zero para a variavel y que representa a altura
da agua no tanque a variacado tende a aumentar em modulo, o que significa que o
volume da &gua ird decrescer ao longo do tempo.

A fim de obter esses resultados geometricamente, vamos considerar algumas
condic¢@es iniciais para o problema, no qual a altura do liquido no instante inicial € 3,05
cm e dessa forma determinar uma funcdo solucao para a altura do liquido no tanque
em um tempo qualquer.

Assim resolvendo a EDO por separacao de variaveis temos.

dh 183
@~ 200"
dh 183
==~ 2505
1 183
Jh 2dh = —mdt
1 183
h2 = —mt+C

A solucéo geral.
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= (22 )
~\"5000 "€

Determinado a solucdo especifica para as condi¢es iniciais consideradas,

temos.

2

h—( 183z:+174)
~\ 5000 ’

A partir dos resultados encontrados, inserimos primeiramente a funcéo solugao
no Software Geogebra e em seguida criamos dois controles deslizantes que
chamaremos de x; e x,, ambos relacionados ao tempo. O segundo controle
deslizante x, se faz necessario para que o grafico seja plotado ponto a ponto e assim
possamos averiguar com precisao a altura da agua no tanque, com o passar do tempo.
Utilizamos em ambos a mesma variagao, neste caso de 0 a 100 segundos, ambos
com incremento 1. Para habilitar esta ferramenta no Software Geogebra, basta
clicarmos no segundo icone da direita para a esquerda, na linha superior, e apertando
o0 botéo direito do mouse em qualquer lugar na janela de visualizacdo aparecera essa
caixa branca como mostrada na figura abaixo.

Figura 24 — Controle deslizante

Controle Deslizante

Nome

a=1

@® Numero (O Angule (O Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacao

min max Incremento
-5 5

CANCELAR

Fonte: Autor, 2023.

Nesta caixa, € onde nomeamos os referidos controles deslizantes citados
acima e inserimos as variacdes de tempo e incrementos que sdo apropriadas para
cada situacao problema.

O gréafico abaixo ilustra a solucéo.
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Figura 25 — Controles deslizantes xi e Xz
[B] &~ 32 D> @0 4L N =2

L -2 N
N\
W= :
4

[ 100 &

3= . x1=0
@ : tempo/altura =|(0, 3.03) -

0 @ 100 @ 3

183 ? H

@ im= ( 5000 ** 174)

A = (x2,i(2)
@

= (0,3.03)

Blx)} = Se(xl < x < x2,i(x))

@ /183 :
- (fsooo””“)' 0<x<0)

Fonte: Autor, 2023.

Foi inserida a fim de obter uma melhor visualizagdo, um rétulo no ponto C
criado. Para habitar este rotulo podemos seguir 0s seguintes passos:
1. Clicar no ponto C com o botdo direito do mouse; em configuracbes &
permitido escolher uma cor para ele.
2. Em Bésico, selecione exibir rastro (que permite uma avaliagcdo ponto a
ponto de acordo com o incremento utilizado).
3. Em Legenda escreva: tempo/altura
Apbs essa sequéncia de dados, basta clicar no cursor em x,, obtendo a

construcdo abaixo.

Observe por exemplo que em t = 19s, a altura do liquido no tanque é de
aproximadamente 1,09 m.

Figura 26 — Movimentacdo dos controles deslizantes x; e X2
KA OO LN =2

LK
M
1=0 :
4
0 @ 100 ®
x1=0
x2 =19 :
@ ) N . .
L w ® i X2 =19

"~ 5000

@ iw-= ( Ex—l‘m)z

A = (x2,i(x2))
@

= (19, 1.09 tempo/altura = (19, 1.09)

g(x) = Se(xl < x < x2,i(x))
@ 183 ?

- (7 5000 ){4»1,74) , (0€x<19)

0 0 20 2 30 40 4 0

+

Fonte: Autor, 2023.
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Vale ressalvar pequenas imprecisdes, devido ao arredondamento das casas,

observe ainda que o dado inicial do problema pode ser verificado no grafico:

Figura 27 — Condig¢des iniciais do problema 5
B]A~ P00 LN =2

W : N
Ni
1=0 :
4
0@ 100 ()
C . x1=0
@ : tempo/altura = (0, 3.03) e
0@ 100 @ 2
: 183 ?
@ |(x]7(7%xv174)
2
A = (x2,i(2))
@
= (0.303)
.
() = Se(x1 < x < x2,i(x))
@ 1 2
83
- Gmxm,m) , (0<x<0)
0 0 [
+
-1

Fonte: Autor, 2023.
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3.2 Misturas
Problema 4

Um tanque contém 1000 galBes de agua, em que 100 libras de sal estédo
inicialmente dissolvidas. No tanque, despeja-se salmoura a uma taxa de 10
galées/min, sendo que cada galdo de salmoura contém 5 libras de sal dissolvido. A
mistura no tanque € constantemente revolvida de modo a manté-la uniforme. A
mistura de agua e sal também escoa do tanque a umataxa de 10 galdes/min. Encontre
a quantidade de sal presente no tanque num instante t qualquer, conforme a imagem

abaixo:
Figura 28 — Tanque de mistura

taxa de entrada de salmoura
10galdes/minuto

constante
1000 galdes de agua

taxa de saida de salmoura
10 galdes/minuto

Fonte: Autor, 2023.

Solucgéao
A quantidade de sal presente no tanque em um instante qualquer é dada por

y(t) e sua taxa temporal de variacédo é dada por:

Z—Jt/ = Taxa de entrada de sal — Taxa de saida de sal
dy _

ol (5 libras por galao) — (10 galdes do conteudo total do tanque)y

dy 1
2 =6 = (350)7 827
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Vamos considerar primeiramente as informacfes que podem ser obtidas da
equacao diferencial, como por exemplo, para qual valor de y a variacdo de sal
presente no tanque é zero. Se y for 5000, ndo hé& variacao de sal presente no tanque.

Podemos verificar essa informagéao no gréfico y x t da imagem abaixo.

Figura 29 — Curva de variacdo da concentracdo de sal ao longo do tempo dentro do tanque

’ o
100
(0, 50)
50@
(5000, 0) ¢
-500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 53)0
50
Fonte: Autor, 2023.
Resolvendo a equacao pelo método do fator integrante, temos:
dy 1
A — 50 (3.28)
dt " 1007

Fator integrante: u(t) = 150t = g7os,
Multiplicando a equacao por u(t), temos:
dy _t 1 _t _t
E.eloo + Wy.eloo = 50.e100
E possivel identificar no primeiro membro da equacéo a regra de derivada do
produto de duas funcgdes u(t) e y(t), dessa forma, podemos reescrever o primeiro

membro da equacgédo como a derivada do produto dessas func¢des:
_t
W 506700 (3.29)

Agora vamos integrar de ambos os lados da equacao para obtermos a funcao

y(0):

s
f —d(ejioto'y ) gt = J 50. ¢T00 dt (3-30)
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t 50. e100
1.y = ————+ C (3.32)
100
t t
€100,y = 5000. 700 + C (3.32)

t
Dividindo todos os membros da equacao por eioo, obtemos:

t t

e100,y  5000.e100 C
t T

- t

e10 100 100
t

y = 5000 + C.e 100 (3.33)
Para determinarmos o valor da constante C vamos substituir na equagao 0s

valores do momento inicial t = 0 em que o tanque possui 100 libras de sal.

0
100 = 5000 + C.e 100
100 — 5000 = C.e°
C =—-4900

Dessa forma, podemos determinar a solucao particular do problema:
t
y — 5000 = —4900. ¢ 100
t
y = 5000 — 4900.¢ 100

t
y(t) = 5000 — 4900. e 100 (3.34)

Logo, a quantidade de sal presente no tanque num instante t qualquer pode

ser determinada pela seguinte equacao:

t
y(t) = 5000 — 4900. e 100 (3.35)

Graficamente, a funcdo pode ser expressa por:

Figura 30 — Grafico da concentragdo de sal ao longo do tempo
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6000 ' Q
5000
4000
3000

2000

(0, 100)
t

-500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Fonte: Autor, 2023.

Em que y(t) determina a variagcdo de sal presente em um instante t qualquer.
Observemos que a funcao foi limitada a partir de um intervalo que iniciaem t = 0 com
uma variacdo de 100 libras de sal. A medida que o tempo passa, a concentracéo de
sal aumenta, até que cheguemos a uma capacidade limite de 5000 libras de sal.
Dessa forma, observa-se que conforme t — 400, temos y(t) — 5000, representado
graficamente por uma assintota horizontal. A presenca da assintota pode ser

matematicamente justificada calculando o limite de y(t) quando t — oo.

. : _t 4900
lim y(t) = lim (5000 —4900.e 100) = 5000 — —— = 5000
t—>+o0 t—>+oo em

Consideremos apenas +oo, pois ndo é justificavel que haja um tempo —co.
Como obtivemos um valor constante, entendemos que o gréafico da funcdo y(t) se
aproxima de 5000 libras de sal conforme o valor de t aumenta.

Com o propésito de alcancar esses resultados de maneira geométrica,
comecamos inserindo a fungéo solucéo no Software Geogebra e, em seguida, criamos
dois controles deslizantes nomeados como x; € x,, ambos relacionados ao tempo. O
segundo controle deslizante, x,,, € crucial para plotar o grafico ponto a ponto,
possibilitando assim uma medi¢éo precisa da altura da agua no tanque conforme o
tempo passa. Utilizamos a mesma variagdo em ambos os controles deslizantes, indo
de 0 a 5000 minutos com um incremento de 1. Para ativar essa ferramenta no
Software Geogebra, basta clicar no segundo icone da direita para a esquerda na linha
superior e, em seguida, clicar com o botao direito do mouse em qualquer lugar na
janela de visualizacdo para aparecer uma caixa branca, conforme ilustrado na figura

abaixo.
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Figura 31 — Controle deslizante

Controle Deslizante

Nome
a=1

@® Nimero (O Anguo (O Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animac&o

min max Incremento
-5 5

Fonte: Autor, 2023.

Nesta caixa, € onde nomeamos os referidos controles deslizantes citados
acima e inserimos as variagfes de tempo e incrementos que sdo apropriadas para
cada situacao problema.

O gréfico abaixo ilustra a solucéo.

Figura 32 — Controles deslizantes xi1 e Xz
(B 2 @O LN =S

Gl AR BN
. 7000 x1=0
@ F:y=5000— 4000 6B H L
) x1=0 : 5000 x2=0
B —

() Gr— 5000 (3

2=0 : 5000
@

0 (. 5000 (5)

1000

A = (x2,f(x2))

@

= (0, 100) s000

@ Blx) = Sel(xl < x < x2,f(x)) H -

= 5000 —4000 e7iiv, (0 < x<0)
+ Entrada... 1000

tempo/concentracédo = (0, 100)

] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Fonte: Autor, 2023.

Foi inserida a fim de obter uma melhor visualizacdo, um rétulo no ponto C
criado. Para habitar este rétulo podemos seguir 0s seguintes passos:
4. Clicar no ponto C com o botédo direito do mouse; em configuracdes &
permitido escolher uma cor para ele.
5. Em Basico, selecione exibir rastro (que permite uma avaliacdo ponto a
ponto de acordo com o incremento utilizado).

6. Em Legenda escreva: tempo/concentracio



52

Apés essa sequéncia de dados, basta clicar no cursor em x,, obtendo a
construcdo abaixo.
Observe por exemplo que em t = 433 minutos= 7,2 horas, a concentracéo de

sal no tanque é de aproximadamente 498785 libras de sal.

Figura 33 — Movimentacédo dos controles deslizantes xi e Xz
A 004N = e

e I P
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o . 7000 >
@ £ y—5000—4000 e i @ = 433
® xL=0 H 6000
0@ 5000 (B
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0 =iy 5000 ()
4000
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= (433, 4935.48)

g(x) = Se(xl < x < x2,(x))
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Fonte: Autor, 2023.

Vale ressalvar pequenas imprecisoes, devido ao arredondamento das casas,

observe ainda que o dado inicial do problema pode ser verificado no grafico:

Figura 34 — Condicdes iniciais do problema 5
. S SO JE 5 T RN~

I N « I Y
x1=0
e P 7000 -
@ f:y=5000—4900 ¢ i E 20
® xl =0 : 6000 @
(i 5000 (B
x2 =0 : 5000
@ :
0 @ 5000 (®
4000
® A = (x2,f(x2)) :
)
= (0, 100)

3000
() = Se(xl < x < 52,f(x))

@ 2000

= 5000—4900 ¢ %, (0 <x<0)
+ 1000

tempo/concentracéo - (0, 100)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Fonte: Autor, 2023.

Problema 5

Suponha-se um tanque com 1000 litros de vinho com 15 kg de fermento

dissolvido. O suco puro entra no tanque a uma taxa de 10 litros por minuto. A solucéo
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€ misturada e escoa com a mesma taxa. Quanto de fermento ha no tanque apoés 20

minutos?

Solucéo

E importante considerar que as taxas de fluxo de entrada e saida podem ser

diferentes, o que significa que a variacdo do liquido no problema também precisa ser

levada em consideracdo na equacao que modela o problema, e por conta disso

resolveremos esse problema considerando como concentrag¢do de saida C,; do tanque

a razao entre a quantidade Q de substancia na saida no tanque e o volume total no

tanque, no qual esse volume total é determinado pela soma do volume inicial V, do

tanque com o produto da variacdo das taxas de entrada e saida AT do tanque pelo

tempo de mistura do sistema, conforme as equagdes a segulir.

onde

B Q
Q_%+M¢
dQ Q
—~ =Te-Ce—Ts" .
dc  C T S Y A (Te—Ts) - ¢ (3.36)

d . ~ ~ A .
d—f representa a variacdo de concentracdo da substancia ao longo do tempo, T,

representa a taxa de entrada, Ty a taxa de saida, C, a concentragédo de entrada, ;, o

volume inicial da substancia, Q é a quantidade da substancia no tanque, t € o tempo

em minutos e C, a concentracdo de saida.

Dessa forma, substituiremos as informacées do problema na equacéao.

0(0) = 15
d
d—§=10-0—10-1000+(f0_10)_t
d
d—f=o—101(§2W
j—f %zo (3.37)

Calculando o fator integrante u(x):
1

1
e/100% = ¢To0t
1
u(x) = eToo’ (3.38)
Resolvendo a equacao, temos:
aQ _1, 1, 1,
— 1000 + —— 100" = (). 100
100

dt
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1,
d(Q.e100") _ 0
e

fd(Q.erot) =f0 dt
Q. eﬁlot =k
0 = ke~ 100! (3.39)
Para determinarmos a constante k iremos aplicar a férmula usando as

informagdes do momento inicial da mistura quando t = 0 e a quantidade de fermento

dissolvido é 15 kg.
1
Q = ke 100

1
15 = ke~ 100°
k =15

Dessa forma, podemos determinar a solucao particular do problema:

1
Q(t) = 15¢~ 100" (3.40)
Assim, € possivel estabelecer quanto ha de fermento no tanque apds 20

minutos.

Q(20) = 156~ 105%°
Q(20) = 15.0,818
Q(20) = 12,28
Portanto, a quantidade de fermento ap6s 20 minutos no tanque € de
aproximadamente 12,28 kg.
Analisando graficamente, observamos pela funcdo obtida, nesse caso uma
funcdo exponencial, que conforme t aumenta, a concentracdo de fermento diminui, o

que é representado por uma curva decrescente. Observe:
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Figura 35 — Curva de solucao do problema 5

Q(t)

Fonte: Autor, 2023.

A funcéo foi limitada a um intervalo que inicia em t = 0 com uma concentragcao
de 15 kg de fermento dissolvido. A medida que o tempo passa, a concentragio
diminui até que todo o fermento tenha sido dissolvido. Dessa forma, observa-se que
conforme t - +oc0, temos Q(t) — 0, representado graficamente por uma assintota
horizontal. Nesse caso, a presenca da assintota pode ser justificada matematicamente
ao se calcular o limite de Q(t) quando t — oo.

lim Q(t) = lim (156‘Wlof) L (3.41)
t—+00 t—+00 e®

Consideraremos apenas valores positivos para t, pois ndo € justificavel t
tender para —oo. Assim, como obtivemos um valor constante para o limite, confirma-
se que o gréfico da funcdo Q(t) se aproxima de 0 conforme o valor de t aumenta.

Podemos ainda fazer um estudo mais detalhado da quantidade de fermento no
tanque em funcao do tempo, utilizando a ferramenta controle deslizante em funcao do
tempo, 0 que nos permite comprovar que a quantidade de fermento diminui com o
passar do tempo. Pela solucao analitica, mostramos que em t = 20 a quantidade de
fermento é de aproximadamente 12,28 kg

Assim como nos problemas anteriores, inserimos primeiramente a funcao
solucéao no Software Geogebra e em seguida criamos dois controles deslizantes que
chamaremos de x; e x,, ambos relacionados ao tempo. Como descrito no problema
1, o segundo controle deslizante x, se faz necessario para que o grafico seja plotado
ponto a ponto e assim possamos averiguar com precisdo a quantidade de fermento
em tempos fixados, neste caso no intervalo de 0 a 20, ambos com incremento 2. Para
habilitar esta ferramenta no Software Geogebra, clicarmos no segundo icone da direita

para a esquerda, na linha superior, e apertando o botdo direito do mouse em qualquer
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lugar na janela de visualizacao aparecera essa caixa branca como mostrada na figura
abaixo.

Figura 36— Controle deslizante

Controle Deslizante

a-1

@ MNimeo O Angulo O Inlero

Intervalo Controle Deslizante Animacdo

i
5

Fonte: Autor, 2023.

7

Nesta caixa, € onde nomeamos os referidos controles deslizantes citados
acima e inserimos as variagdes de tempo e incrementos apropriados.

O gréfico abaixo ilustra a solugéo, evidenciando que em t = 20 a quantidade
de fermento é de 12,28 kg.

Figura 37 - Controles deslizantes xi e X2

B AL 004 N[=e scQ
@ () =156 B —_—grt2 [
x =12 H T X5 = 20745
) : ;
* 0 — e ®
=2 i w
@ 0 el 20 ()
@ = Stnx<mi) i
= 15eh  (12<x<20)
A = (x,f(xa)) )
® = (20, 12.28)
+ | Entrada. 2
J\’:
0
s

Fonte: Autor, 2023.

Foi inserida a fim de obter uma melhor visualizagdo, um rétulo no ponto C

criado. Para habitar este rétulo podemos seguir 0s seguintes passos:
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1. Clicar no ponto C com o botdo direito do mouse; em configuracdes &
permitido escolher uma cor para ele.

2. Em Bésico, selecione exibir rastro (que permite uma avaliacdo ponto a
ponto de acordo com o incremento utilizado).

3. Em Legenda escreva: tempo/quantidade

ApOGs essa sequéncia de dados, basta clicar no cursor em x,, obtendo a
construcdo abaixo.

Observe, no grafico abaixo, que emt = 12, a quantidade de fermento € de

13,3 kg, ou seja, a quantidade de fermento esta diminuindo com o passar das horas.

Figura 38 — Movimentac&o dos controles deslizantes x1 e X2

et
=12

X
-

glx) = Selx < x < %, f(x))
Bed, (12<x<12)

A= (o, fx))

= (12,13.3)

Fonte: Autor, 2023.

Podemos ainda verificar as condic¢des iniciais do problema no gréfico abaixo.

Figura — Condi¢es iniciais do problema 5
SO0 4 N[
@  f(x) =150 P @’ I

Jo

E(x) = Se(x; < x < x,f(x))

= 150, (2<x<0)

~e-
-
—-—
.
-

Fonte: Autor, 2023.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho pretendeu entender as aplicacdes de equacdes diferenciais de
primeira ordem em problemas de mistura e drenagem em um tanque para a
compreensao tedrica dos fendbmenos fisicos e quimicos, como o processo de mistura
e 0 escoamento de fluidos, e para o desenvolvimento de modelos matematicos para
representar esses fendbmenos, tendo em vista, que o estudo desse tema € importante
para a formacgdo académica de estudantes em areas como matematica, fisica, quimica
e engenharia, fornecendo uma base sdlida para estudos posteriores.

Fazendo uso de uma abordagem metodolégica de pesquisa quantitativa e de
estratégia descritiva dos resultados com procedimentos de pesquisa experimental
utilizando ferramentas do software Geogebra para a simula¢gdes computacionais, e
obtencdo das equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem a partir da
construcdo de modelos matematicos logradas a partir de leis fisicas e quimicas.

Para se atingir uma compreenséao do objetivo geral de investigar as equacdes
diferenciais de primeira ordem e suas aplicagbes em problemas de mistura e
drenagem em um tanque, a fim de compreender melhor os fenémenos fisicos
envolvidos e desenvolver modelos matematicos precisos e eficientes para prever e
controlar os componentes de uma mistura ou 0 escoamento de um liquido em um
tanque, definiu-se seis objetivos especificos.

O primeiro objetivo especifico foi revisar a literatura existente sobre equacdes
diferenciais de primeira ordem e suas aplicacbes em problemas de mistura e
drenagem em um tanque, incluindo modelos matematicos e técnicas para solucéo
dessas equacbes, no qual a pesquisa fundamentou-se em um conjunto sélidos de
informacgdes, buscando autores como Zill (2016), Boyce (2020), Bassanezi (2002) e
Abunahman (1989).

O segundo objetivo especifico foi identificar os parametros e condi¢des iniciais
e de contorno que afetam a solucdo das equacoes diferenciais para o problema de
mistura e drenagem em um tanque. Verificou-se ao encontrar a equacgéao diferencial
gue modela o problema 1 sobre drenagem em um tanque 0s parametros: coeficiente
de contragdo que reduz a taxa de variacdo do escoamento da agua devido a mudanca
da trajetdria de algumas particulas do liquido, por conta dessas particulas colidirem

com a base do tanque e se direcionarem ao orificio no fundo do tanque, e a razéo
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entre as &reas do orificio e a base do tanque que deve ser um valor entre 0 e 1, além
das condicdes iniciais de altura igual a 2,25 m no tempo igual a 0s.
Ah A

i —c\/Zgh(t).E

onde c € o coeficiente de contracéo;

A é a é&rea do orificio;

B € a area da base do tanque;

g € a aceleracgdo da gravidade na terra.

O terceiro objetivo especifico foi analisar como as propriedades fisicas dos
fluidos, como a viscosidade e a densidade, influenciam o processo de misturas e
drenagem em um tanque e como essas propriedades podem ser incorporadas nas
equacdes diferenciais. Verificou-se no problema 1 que a viscosidade do liquido que
escoa do tanque esta ligada ao parametro de coeficiente de contracdo usado na
equacao que modela o problema e a densidade que esta relacionado ao parametro p
necessario para o calculo da taxa de variacdo da concentracdo da mistura no tanque

nos problemas de mistura.

dq
E= “Vin — P Vour

onde V;, € a vazado de entrada e V,,,; € a vazao de saida,

A densidade de massa denotada por p;

A quantidade de mistura no tanque, denotada por Q, variando com o tempo t

O quarto objetivo especifico foi utilizar os modelos matematicos desenvolvidos
para prever e controlar a concentracéo de soluto ou o tempo de escoamento do liquido
em um tanque de mistura e drenagem, e comparar 0s resultados obtidos com
simulacbes computacionais. Verificou-se no problema 1 ao analisar os graficos
obtidos para a solucdo do problema que era encontrar 0 tempo necesséario para
esvaziar o tanque a boa aproximacao do resultado obtido através do calculo para a
solugéo obtida por simulagédo computacional no software Geogebra.

O quinto objetivo especifico foi analisar como os modelos mateméaticos
desenvolvidos podem ser otimizados para reduzir o tempo necessario para atingir uma
concentracdo ou tempo de escoamento desejado em um tanque de mistura e
drenagem. Verificou-se no problema 5 a possibilidade de usar novos parametros na
equacao que modela o problema, quando houver uma diferenca na vazao de entrada

e saida da mistura no tanque, conforme a equagao a seguir.
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dQ
EzTe-Ce—Ts-CS

d . ~ ~ ~ .
Onde d—f representa a variacdo de concentracdo da substancia ao longo do

tempo, T, representa a taxa de entrada, T; a taxa de saida, C, a concentracao de
entrada, V,, o volume inicial da substancia, Q € a quantidade da substancia no tanque,
t € o tempo em minutos e a concentragédo de saida Cj.

Cs = ¢
s VO + (Te - TS)t

O sexto objetivo especifico foi avaliar a eficacia e a aplicabilidade dos modelos

matematicos desenvolvidos em diferentes cenéarios de mistura e drenagem em um
tanque, considerando variacdes nos parametros do sistema, condicfes iniciais e de
contorno e propriedades fisicas dos fluidos. Verificou-se que esses modelos sdo
eficazes porque permitem a modelagem matematica de processos complexos de
mistura e drenagem em um tanque, permitindo a previsdo de comportamentos como
no caso de determinar a quantidade de uma mistura dentro de um tanque em um
instante qualquer e a identificacdo de fatores criticos que influenciam o desempenho
do sistema como as leis fisicas e quimicas que governam esses problemas a exemplo
da velocidade de escoamento da 4gua no tanque e da concentracdo de uma mistura.

A aplicabilidade desses modelos também € alta, pois sdo capazes de prever o
comportamento de sistemas de mistura e drenagem em tanques de diferentes
tamanhos e formas, permitindo o design e a otimizagéao de processos de producéo ou
tratamento de fluidos, como exemplificado nos problemas em usamos tanques de
forma cilindrica e conica.

Além disso, os modelos matematicos de mistura e drenagem em um tanque
com equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem podem ser facilmente
adaptados, como exemplificado no problema 5 no qual foi utilizado novos parametros
para a equacdo que modela o problema para a possibilidade de lidar com diferentes
tipos de vazao, permitindo a sua aplicagdo em uma ampla gama de contextos
industriais e cientificos.

Sendo assim, as equac¢Oes diferenciais de primeira ordem sdo amplamente
utilizadas na resolucao de problemas de mistura e drenagem em um tanque porque
permitem descrever o comportamento dinamico do sistema de forma matematica.

Essas equacdes relacionam a taxa de variagdo do volume, da concentragdo ou de
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outras variaveis relevantes do fluido dentro do tanque com o tempo e outras variaveis
do sistema.

Em um problema de mistura em um tanque, as equacdes diferenciais de
primeira ordem podem ser usadas para modelar como as diferentes correntes de
liquido s@o misturadas no tanque e a partir das equacgdes, € possivel prever como as
concentracfes de mistura mudam ao longo do tempo e como o escoamento do fluido
afeta o processo de mistura.

Em um problema de drenagem em um tanque, as equacgOes diferenciais de
primeira ordem sao usadas para modelar como o fluido € escoado do tanque, levando
em conta as taxas de escoamento, a geometria do tanque e outras variaveis
relevantes e partir das equacdes, € possivel prever como o volume do fluido no tanque
diminui ao longo do tempo. Dessa forma, em ambos o0s casos, as solucdes
encontradas podem ser usadas para otimizar o processo de mistura ou drenagem,
ajustando as variaveis relevantes do sistema para atender a determinados obijetivos.

Em relacéo as ferramentas do software Geogebra pode ser verificado que as
resposta obtidas eram condizentes com as solu¢gfes encontradas através do célculo,
além disso, a ferramenta é de facil acesso e ndo tem custos.

Em pesquisas futuras, pode-se aprofundar a revisdo bibliografica para
identificacdo de possiveis lacunas no conhecimento do tema, além disso, os modelos
matematicos utilizados na pesquisa podem nao capturar todos os nuances do
problema de mistura e drenagem em um tanque, podendo ser ajustado com equacdes
de ordem superior.

A coleta de dados pode ser aprimorada por meio do uso de instrumentos mais
precisos, ou do ajuste da abordagem de coleta de dados para melhor se adequar ao
problema em questdo. Embora os resultados possam ter aplicacdo imediata em
problemas de mistura e drenagem em um tanque, é possivel que haja outras areas
de aplicacao. Portanto, a pesquisa pode ser aprimorada por meio da exploracao de

novas possibilidades de aplicacéo dos resultados obtidos.
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