UNIVERSIDADE DO ESTADO AMAZONAS
ESCOLA NORMAL SUPERIOR
LICENCIATURA EM MATEMATICA

Alexandre Nascimento de Andrade

Grupos de Simetria dos Poligonos Regulares: Da teoria a ampla

possibilidade de aplicagoes

Manaus-AM
Fevereiro,/2024



Alexandre Nascimento de Andrade

Grupos de Simetria dos Poligonos Regulares: Da teoria a ampla

possibilidade de aplicacoes

Trabalho de Conclusao do Curso elaborado junto as
disciplinas TCC I e TCC II do Curso de Licenciatura
em Matematica da Universidade do Estado do
Amazonas para a obtencao do grau de licenciado em

Matemética.

Orientador: Prof®.  Dr Almir Cunha da Graga
Neto

Manaus-AM
Fevereiro,/2024



TERMO DE APROVAGAO DE TRABALHO DE CONCLUSAO DO
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DO
ESTADO DO AMAZONAS

Ata de Defesa do Trabalho de Conclusdo de Curso em Licenciatura em
Matematica da Escola Normal Superior-UEA de ALEXANDRE NASCIMENTO DE
ANDRADE.

Em 06 de fevereiro de 2024, as 17h40, na Sala Prof* Maria Clara Dantas da
Escola Normal Superior da UEA na presenga da Banca Avaliadora composta pelos
professores: Dr. Almir Cunha da Graca Neto, Dr. Edson Lopes de Souza e Dra.
Nadime Mustafa Moraes o aluno ALEXANDRE NASCIMENTO DE ANDRADE
apresentou o Trabalho de Conclusdo do Curso intitulado: "GRUPOS DE SIMETRIA
DOS POLIGONOS REGULARES: DA TEORIA A AMPLA POSSIBILIDADE DE
APLICACOES.". A Banca Examinadora deliberou e decidiu pela PRI VALRY

do referido trabalho, com o conceito c? B divulgando o resultado ao aluno e demais

presentes.

Manaus, 06 de fevereiro de 2024.

Aw JA. @
#nte da Banca Avaliadora
/&Mi ZQJQ\(\

Avaliador 2

.ﬂf,{ Mmﬂu ﬂ{wgmmi:» ;’é, jﬂé u’aZK

Aluno

s % | UEA L Lot L w > AMAZONAS

L)ﬂ £57 WJI}‘J

AMAZUONAS CER- 69 050-010 / Manaus - AM GOVERNO DO ESTADO 710




"Nao temas, porque eu sou contigo; nao te assombres, porque eu sou teu Deus; eu te
fortalego, e te ajudo, e te sustento com a destra da minha justica".
Isafas 41:10



Agradecimentos

Agradeco, primeiramente, a Deus por ter me dado forcas quando fraquejei e por ter
me mostrado a luz quando eu s6 via escuridao.

Agradego ao meu pai, Lazaro Santos de Andrade, por despertar em mim o gosto pela
matemaética, e & minha mae, meu maior exemplo de forca, dedicacao e comprometimento,
a pessoa mais importante na minha vida, a quem dedico este trabalho.

Agradego pelo apoio e paciéncia aos meus irmaos, Lazaro Santos de Andrade Filho,
Lusandra Nascimento de Andrade, e, especialmente, & minha irma, Alexandra Nascimento
de Andrade, minha primeira mestra, professora e grande inspiracao.

Agradeco ao meu professor orientador, Prof® Dr. Almir Cunha da Graca Neto, ex-
presso minha gratidao por todos os ensinamentos e dedicagao na construcao deste tra-
balho. Ao Prof° Dr. Jorge Menezes Rodrigues, como professor da disciplina, e pela sua
contribui¢ao na minha formagao como educador.

Agradeco a Prof? Dra. Kelly Alves Maraes de Almeida que foi minha primeira guia
na descoberta dos ntimeros e de sua verdadeira natureza. A Prof?* Msc. Andrea Fragata,
como minha primeira orientadora de projeto, dando o primeiro voto de confianca. A Prof?
Dra. Nadime Mustafa Moraes agradeco por todas as oportunidades e todo o conhecimento
oferecido.

Agradego aos meus professores de Fisica, Prof® Dr. Alessandro Augusto dos Santos
Michiles e Prof® Msc. Raffacle Amazonas Novellino, agradeco por despertarem em mim
o interesse pela Fisica, superando uma das minhas maiores dificuldades.

Agradeco ao meu amor, Edilane Aratjo de Lima, por sempre estar ao meu lado nos
momentos bons e ruins, nunca me deixando desistir. Aos meus amigos, companheiros
nessa jornada, em especial Paulo David, Emanuel Marques e Enan Jordan.

Agradeco, finalmente, também aos meus familiares e amigos, aos distantes e aos pro-
ximos, pelo companheirismo e por todas as vezes que comemoramos juntos, mesmo sem

motivos.



Resumo

O trabalho de pesquisa propoe explorar o estudo do grupo de simetria dos poligonos
regulares. Essa investigacao se baseia na compreensao e classificacao de estruturas al-
gébricas, resultando em defini¢oes e propriedades aplicaveis em diversas areas. A partir
disso, pode-se desenvolver o grupo de simetria dos poligonos regulares e suas proprieda-
des. Tracamos como objetivos a generalizacao das principais relagoes deste grupo e sua
aplicabilidade. Desta forma, a pesquisa foi dividida em etapas que exploravam aspectos
como contexto historico, fundamnetos teéricos, demonstracoes, exemplos e aplicacoes. A
escolha visa enriquecer a literatura existente, especialmente por meio de uma aplicacao
pratica na teoria da conservacao, destacando a relevancia dessa investigacao. Autores
como Evariste Galois e Felix Klein, defensores da teoria dos Grupos, influenciaram a
escolha do tema. O trabalho aborda a aplicacao préatica da simetria na teoria da conser-
vacao, exemplificando como a simetria é essencial para o voo de um drone. A proposta
é defender a teoria de Klein sobre a ampla aplicabilidade da simetria e a importancia da
conceituacao algébrica nesta investigagao. Contudo, foi possivel utilizar aspectos algébri-
cos e fisicos, junto a autores de engenharia e explicar um modelo idealizado de voo de

drone. Assim sao feitas generalizagdes que contemplam os objetivos da investigagao.

Palavras-chave: Grupo, simetria, poligonos.
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Introducao

A matemaéatica, ao longo dos séculos, apresentou-se como uma linguagem da natureza.
Ela consegue explicar diversos fendmenos naturais, e o seu desenvolvimento ¢é paralelo a
evolucao humana. Uma das primeiras observacoes feitas pelo homem foram os padroes
presentes no seu cotidiano. Dentro desses padroes, é possivel destacar algo que mais tarde
foi chamado de simetria.

A simetria ou a auséncia dela esta presente em quase tudo & nossa volta. Podemos ob-
servar em objetos e nas moléculas de &tomos. Para entendé-la de forma mais aprofundada,
precisamos de conhecimentos algébricos que estruturam tal conhecimento. O estudo de
grupos algébricos se apresenta justamente com o papel de formalizar e transformar esse
conhecimento empirico em conhecimento cientifico.

O estudo de grupos tem papel revolucionario na matematica. Ele permite a compre-
ensao e classificacao de diversas estruturas algébricas. Através disso, é possivel encontrar
defini¢oes, desenvolver propriedades e teoremas que mais tarde sao aplicados em diversas
areas, os quais facilitam a nossa vida. Desta forma, quanto mais pesquisas tiverem nessa
area, melhores serao os resultados em outros setores de investigacao.

Nessa perspectiva, a presente investigacao tem sua origem apoés uma série de expe-
riéncias vivenciadas pelo autor. A primeira delas ocorreu na adolescéncia, quando, ao
comprar um livro chamado "Amor e Matemaética", despertou interesse pelo assunto de
simetria. Durante o terceiro ano do Ensino Médio, surgiu a oportunidade de o autor
participar de uma feira onde novamente se deparou com o mesmo objeto de estudo.

A experiéncia na graduacgao ressaltou a importancia desse conteudo, que logo foi apli-
cado & Geometria. Durante as aulas de Algebra, nos deparamos com o estudo dos Grupos
e, em particular, os Grupos de Simetria. A partir dessas aulas, foi pensado que quando
chegasse o momento da disciplina de TCC, o tema poderia ser sobre os grupos de Simetria
dos poligonos regulares.

Este é um tema que nio é tao aprofundado na disciplina de Algebra na graduacio
em Matematica. Normalmente, esse assunto é estudado em niveis mais avancados, como
em cursos de Mestrado ou Doutorado. Portanto, escolhemos explorar esse contetido como
uma oportunidade de aprofundar nossos conhecimentos nas nogoes e exemplos desse tipo
de grupo, assim enriquecendo a literatura deste contetido que possui diversas aplicacoes

em estudos contemporaneos.



Alguns autores ja destacavam, ha algum tempo, a importancia e relevancia desse tema.
Evariste Galois foi um importante matematico e um dos que desenvolveu a teoria dos
Grupos. Felix Klein foi um matematico que defendia a ideia da unificagao matemética por
meio dessa teoria. Assim, ele demonstrou as interligacoes entre os Grupos e a Geometria,
especialmente a simetria dos poligonos.

Atualmente, reconhecemos o significativo potencial dos grupos de simetria na compre-
ensao de padroes e propriedades dos poligonos regulares. Essa adrea da Matematica possui
diversas aplicagoes cientificas. Na Fisica, a teoria da conservagao e a teoria da interacao
entre particulas sao estudos atuais que requerem o conhecimento bésico da simetria de
seu respectivo grupo.

Durante o desenvolvimento do trabalho, além do desenvolvimento das defini¢oes e
propriedades algébricas, surgiu a possibilidade de mostrar a potencialidade deste contetido
na teoria da conservacao. Com isso, o trabalho buscard explorar a teoria de Klein em
relacao & ampla aplicabilidade de tal investigagao. Como exemplificacao, serd utilizada
como a simetria é essencial para o voo de um drone.

Assim, este trabalho busca enriquecer a literatura cientifica existente, apresentando
uma abordagem aprofundada sobre os grupos de simetria dos poligonos regulares e sua
ampla possibilidade de aplicacao. Pretende-se, assim, oferecer uma contribuicao teorica e
demonstrativa sobre o tema, favorecendo o avango do conhecimento matematico e cienti-

fico, despertando assim inquietagao para novas investigacoes nesta éarea.



Capitulo 1

Revisao de Literatura

Este capitulo serd uma introducao a teoria dos Grupos que servira como base para o
estudo dos Grupos de Simetria e suas aplicacoes. Nele sera visto a histéria de como este
estudo foi desenvolvido e quais os seus principais autores. Apresentaremos teoremas e
defini¢oes fundamentais que sao essenciais para o entendimento desse campo. Além disso,
apresentaremos exemplos que serao utilizados posteriormente como exemplos no Grupo

de Simetria dos Poligonos Regulares.

1.1 Aspectos Historicos

A teoria dos Grupos é um ramo fundamental da matematica que envolve o estudo de
estruturas algébricas. Ao longo dos anos, esse campo recebeu contribuicoes significativas
de matematicos renomados, estabelecendo uma longa histéria de desenvolvimento.

Segundo Kleiner (1987) a historia da teoria dos grupos tem inicio com Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) que propoés a resolugao de equagoes em termos de permutagoes de
suas raizes, estabelecendo assim as bases para o estudo dos grupos. Ele observou que as
raizes de uma equagao polinomial podem ser permutadas e que essas permutagoes podem
ser analisadas e manipuladas matematicamente.

Niels Henrik Abel (1802-1829) foi um matemaético notével. Aos 16 anos, recebeu a
recomendacao de leitura de alguns livros classicos na matematica. Com esse incentivo,
Abel comecgou a estudar um dos temas mais complexos de sua época: as equagoes de grau
maior que cinco. Ele pensou ter demonstrado a solucao para esse tipo de equagao com
a publicacao de um artigo em 1824; no entanto, acabou provando a inexisténcia de uma
formula genérica para esse tipo de equacao. Essa descoberta posteriormente serviu de
base para os primeiros estudos dos grupos de simetria.

Evariste Galois (1812-1832) emergiu como um dos matematicos mais proeminentes a
contribuir para o desenvolvimento da teoria dos grupos. Em seus artigos, Galois abordou

a impossibilidade de resolver, de forma usual, equacoes de grau maior que quatro. Ele



fundamentou seu trabalho nas permutacgoes das raizes de uma equacao polinomial, que
mais tarde foi reconhecida como satisfazendo a definicao de grupo.

Boyer (2012) nos mostra que a vida de Galois, em resumo, foi marcada por tragédias.
Ele enfrentou rejeicoes repetidas, comecando pela sua nio aceitacio na Ecole Polytechni-
que. Seus artigos e ideias também foram frequentemente rejeitados. Além disso, Galois
enfrentou a tragédia pessoal do suicidio de seu pai.

Desiludido com sua vida, Galois ingressou na Guarda Nacional. Em um fatidico duelo,
acabou perdendo sua vida, deixando como legado seu vasto conhecimento. Em 1846,
Joseph Liouville revisou e publicou os artigos e escritos de Galois, tornando assim suas
ideias conhecidas. Galois, impulsionado pela demonstragao de Abel sobre a insolubilidade
de equagoes quinticas, descobriu que equagoes algébricas podem ser resolvidas por radicais
quando seu grupo simétrico é solivel. Embora a defini¢ao de solubilidade seja complexa,
envolvendo relagoes entre grupos e seus subgrupos, Galois contribuiu significativamente
para essa compreensao.

Segundo Boyer (2012) Felix Klein (1849-1925) desempenhou um papel importante
na evolucao da teoria dos grupos de simetria. Inspirado pelos trabalhos de Lagrange
e Galois, Klein percebeu o potencial unificador do conceito de grupo e demonstrou sua
aplicacao & geometria. Assim, nasceu o estudo algébrico das figuras que permanecem
invariantes sob determinadas transformagoes, explorando diversas figuras nos diferentes
tipos de geometria e as rotagoes ao redor de um eixo especifico, preservando sua simetria.

Atualmente, os grupos de simetria sao objetos de estudo na matematica aplicada,
desempenhando um papel fundamental principalmente na quimica e na fisica. Atraveés
dos grupos de simetria, é possivel compreender as propriedades dos modelos moleculares
e identificar leis de conservacdo. E notéavel a importancia préatica da teoria dos grupos

nessas areas e suas aplicagoes concretas.

1.2 Grupos

Para darmos inicio ao estudo dos grupos de simetria dos poligonos regulares, antes
devemos compreender de forma preliminar a teoria dos grupos para conseguirmos ter

dominio total de sua definicao e algumas propriedades.

Definicao 1.2.1 ElUm conjunto nao vazio G munido com uma operag¢ao * € dito um grupo

sob essa operacao se tem as sequintes propriedades, chamadas de axiomas de grupo:

1. Fechamento: Para quaisquer a,b € G, temos a xb € G.

2. Associatividade: Para quaisquer a,b,c € G, temos (a*b) xc=ax* (b*c).

! As defini¢oes propriedades e demonstracoes desta se¢ao estao de acordo com (PAPANTONPOULOU,
2002)



3. Elemento neutro: Existe um elemento e € G tal que para todo a € G temos a x e =

exa=a. FEsse elemento e € chamado de elemento neutro em G.

4. Inverso: Para cada a € G, existe um elemento a™' € G tal que axa™! =a 'xa=e.

Esse elemento a=! € chamado de inverso de a em G.

Definicao 1.2.2 Um grupo G com a operagao x € dito abeliano se a operagao *x em G

for comutativa, ou seja, para todo a,b € G, temos a xb="bx*a.

Observagao 1.2.1 Para uma simplificacao na nota¢do, podemos indicar um grupo ape-
nas por (G, *), em que o simbolo * indica a operacao sobre G. Qutra opgcao de notagdo
seria utilizar a expressao "Seja G um grupo”ou "Consideremos um grupo G", nesse tipo

de notacao a operacao deve ser subentendida.

Exemplo 1.2.1 (Z,+) O conjunto de todos os inteiros Z, juntamente com a adi¢do usual,
formam um grupo. Temos 0 € Z como elemento neutro, e para todo a € Z, existe um —a

que € o inverso de a.

Exemplo 1.2.2 (N, +) O conjunto de todos os naturais N, juntamente com a adi¢do
usual, nao formam um grupo. Temos 0 ¢ N como elemento neutro, e para todo a € N,

nao existe um —a que € o inverso de a.

Exemplo 1.2.3 (Q,+), (R,4) e (C,+) Os conjuntos dos nimeros racionais, reais e

complexos, juntamente com a adi¢ao usual, formam grupos aditivos.

Exemplo 1.2.4 (Q*,-), (R*,) e (C*,-) Percebemos que, devido ao zero presente no con-
Junto dos numeros racionais, ele nao forma um grupo com a operac¢ao usual de multipli-
cacao. Isso ocorre porque nao existe um racional a’ tal que a' -0 =1 dentro dos nimeros
racionais. Algo semelhante ocorre com os conjuntos dos nimeros reais e complexos. Se
considerarmos Q* = Q — {0}, todo elemento dos nimeros racionais terd um inverso mul-
tiplicativo. Portanto, (Q*,-) € um grupo multiplicativo. De forma a andloga, (R*,-) e

(C*,-) também se tornam grupos multiplicativos.

1.2.1 Propriedades basicas de um grupo
Para qualquer grupo G:
1. O elemento identidade e é tnico.
2. Para cada a € G, o elemento inverso ¢! ¢ tnico.
3. Para qualquer a € G, (a7!)"! = a.

4. Para qualquer a,b € G, (ab)™' =b"1a™!
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5. Para qualquer a,b € G, as equagoes ax = b e ya = b possuem solugoes tnicas.
Demonstragao:

1. Se tanto e quanto €’ sdo elementos neutros em G. Entao ee’ = €’ porque e é uma

identidade, mas também e’e = e porque €' ¢ uma identidade. Portanto, e = €.

2. Suponha que @’ e a” sao inversos de a € G, entdo a’ = d'e = d'(ad”) = (d'a)a” =

6a/// — a//.

' = a7 'a = e, e como (2) implica que o inverso de um elemento é

1

3. Temos que aa™

lnico, segue que a € o inverso de a™ ", ou seja, (a_l)_1 =aq.

4. Temos que (a~'071)(ab) = b='(a"'a)b e de forma similar (ab)(b~'a™!) = ¢, e como,

por (2), o inverso é tinico, segue que b~'a~! é inverso de ab, ou seja (ab)~! = b~ta"t.

5. Para a,b € G, a equagao ar = b implica a~(ax) = a'b, e como a~!(ax) =
(e ta)x = ex = x, a equagao implica x = a~'b. Portanto, x ¢ tnico ja que a=! é

tinico. Analogamente, a equacao ya = b implica y = ba™!, e y ¢é tnico.

Para qualquer nimero inteiro positivo n, abreviamos a - ... - a (n vezes) como a” e

-1 0

a=l-...-a7' (n vezes) como a™". No6s também usaremos a° = e. Quando o grupo for

aditivo, n6s usaremos na em vez de a™ para n € Z

1.3 O Grupo das Permutacoes

Como mencionado anteriormente, uma das bases fundamentais deste trabalho é o
estudo do grupo de permutacoes. Portanto, nesta se¢ao, abordaremos esse grupo com
maior detalhamento, conhecendo suas defini¢oes e alguns exemplos, a fim de aprofundar

nosso entendimento sobre o assunto.

Definigao 1.3.1 Uma fungao f: A — A € uma permutacao do conjunto A se for tanto

injetora quanto sobrejetora, ou seja, uma bijecao.

Exemplo 1.3.1 A funcao f : Z — Z definida por f(n) = n+ 1 é uma permutagao,
porque se f(ny) = f(ng), entdao ny + 1 = ny + 1 concluimos que f ¢é injetora. Também

porque para m € Z, f(m — 1) =m, ou seja, f € sobrejetora.

Exemplo 1.3.2 A funcao g : Z — 7 definida por g(n) = 2n nao é uma permutagao, pois
nao € sobrejetora, g(Z) = 27 # Z

Exemplo 1.3.3 Exemplo 2.3.4 A funcio h : {1,2,3,4} — {1,2,3,4} definida por
h(1) =3, h(2) =4, h(3) =1, h(4) = 2 € uma permutagio, pois € tanto injetora quanto

sobrejetora.
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Exemplo 1.3.4 Exemplo 2.3.5 A funcio j : {1,2,3,4} — {1,2,3,4} definida por
j(1) =2, j(2) =2, j(3) =4, j(4) = 3 nao € nem injetora nem sobrejetora.
Definigao 1.3.2 Seja A um conjunto nao vazio. Chama-se permutagao de A toda fung¢ao

bijetora f de A em si proprio f: A — A.

Observagao 1.3.1 Seja ¢ € S,,. Entao, ¢ pode ser representado pela nota¢ao usual de

duas linhas:

¢_< 1 2 3 n—1 n>
~\8() 6(2) 6(3) .. s(n—1) ¢(n)

Nota-se que temos n colunas e 2 linhas, sendo assim um ntmero finito de elementos.

Teorema 1.3.1 Seja A ={1,2,...,n} e seja S, a colegio de todas as permutacgoes de A.

Entao, S, € um grupo sob a multiplicagcao de permutagoes.
Demonstragao:

1. (Fechamento) Permutagoes sao fungoes injetoras e sobrejetoras, e a permutagao de
de fungoes resulta em uma func¢ao. Sabemos quese f: A — Beg: B — C sao duas
fungoes bijetoras, entao a funcdo compostag o f : A — C também é uma funcao

bijetora, ou seja, a composicao de permutagoes ainda é uma permutacao.

2. (Associatividade) Para z € A temos que fo(goh)(z) = f((goh)(x)) = f(g(h(x))) =

(fog)(h(z)) = (f og)oh(x). Desta forma a composi¢ao de fungdes é associativa.

3. (Identidade) A permutacao definida por pg(i) = i para todo i € A é o elemento

identidade para a multiplicacao de permutagoes.

4. (Inversa) Para ¢ € S, seja ¢ injetora e sobrejetora, sabemos que a fun¢ao dada
por ¢~1(i) = j, onde ¢(j) = i ¢ definida como a inversa de ¢ para a multiplicagao
de permutagoes. Isso porque a fungao é bijetora entao ela admite inversa.

Definigao 1.3.3 O grupo que consiste no conjunto S, de todas as permutagoes em A =
{1,2,...,n}, sob a opera¢ao de multiplicagao de permutagées, é chamado de grupo simé-

trico de grau n.
Proposicao 1.3.1 O grupo simétrico S,, tem ordem |S,| = n!

Demonstragao:
Seja ¢ € S,

6= ( 1 2 3 n—1 n >
o) 42) 6(B) - é(n—1) ¢(n)
Existem n escolhas para ¢(1). Uma vez que tenhamos escolhido um valor para ¢(1),
existem n—1 escolhas para ¢(2). Uma vez que ¢(1) e ¢(2) tenham sido escolhidos, existem
n — 2 escolhas para ¢(3) e assim por diante. Portanto, pelo principio multiplicativo, o

namero total de possibilidades é n- (n—1)-(n—2)-...-2-1=nl
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1.4 Subgrupos

Para provar alguns resultados precisaremos dos conceitos de subgrupo. Desta forma
nessa subsecao veremos este conceito tao importante, assim como sua defini¢ao, alguns

de seus teoremas e exemplos.

Definicao 1.4.1 Um subconjunto nao vazio H de um grupo G é um subgrupo de G se H
€ um grupo sob a mesma operacao de G. Usamos a notagio H < G para indicar que H

€ um subgrupo de G.
Exemplo 1.4.1 Z < Q <R < C sob a operagao de adicao.
Exemplo 1.4.2 Q" < R* < C* sob a operacao de multiplicacao.

Teorema 1.4.1 (Teste de subgrupo)

Um subconjunto nao vazio H de um grupo G' é um subgrupo de G se e somente se a
sequinte condicao € satisfeita:

(%) Para todo a,b € H,ab™" € H.

Demonstragao:

(=) Suponha que H seja um subgrupo de G e tome quaisquer a,b € H. Como H é
um subgrupo, ele contém o inverso de qualquer um de seus elementos, e assim b~ € H,
ja que b € H. Novamente, como H é um subgrupo, ele contém a operacao deste grupo, e
portanto ab~! € H ja que a,b™' € H.

(<) Suponha que a condigao (*) seja satisfeita. Vamos verificar os quatro axiomas de

grupo:

1. (Identidade) Como H & nao vazio, ele contém algum elemento a. Aplicando a

1

condigao (%) ao par a,a™', concluimos que ¢ = aa™! € H.

2. (Inverso) Para qualquer b € H, aplicando (%) ao par b,b~!, concluimos que b~ =
eb™l e H.

3. (Fechamento) Para quaisquer a,b € H, acabamos de mostrar que b=' € H. Apli-

cando (%) ao par a,b™!, concluimos que ab = a(b™1)"! € H.

4. (Associatividade) A operagdo em H é associativa porque é a mesma operagao em

GG, que é associativa, ja que G é um grupo e H é um subconjunto de G.

Note que se a operagao de grupo for de adigao, entao (x) é escrito da seguinte forma: (x).
Para qualquer a,b € Hoa—be H

Se a operagao de grupo for de multiplicagao, entdo (%) é escrito da seguinte forma:
(x). Para qualquer a,b € H,a.b™' € H

Usando o teste de subgrupo, agora podemos determinar facilmente em muitos casos

se um subconjunto de um grupo é um grupo.
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Exemplo 1.4.3 Para qualquer nimero inteiro n > 0, n € um subgrupo de Z. sob adicao.
Pois, se a,b € Z, entao a = nr para algum nimero inteiro r e b = ns para algum nimero

inteiro s. Mas entao ab = nr-ns = n(r — s) € nZ.

Exemplo 1.4.4 O conjunto H dos niumeros inteiros impares nao € um subgrupo de 7
sob adi¢do, pois 1,3 € H, mas1 —3=—-2¢ H.

Teorema 1.4.2 Um subconjunto nao vazio H de um grupo G é um subgrupo de G se e

somente se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. (Fechamento) Para quaisquer a,b € H, tem-se ab € H.
2. (Inverso) Para qualquer b € H, tem-se b=' € H.

Demonstragao (=): Se H é um subgrupo de G, entao as condigoes de fechamento

e inverso sao satisfeitas, é claro, porque sao axiomas de grupo.

Demonstragao (<): Assumindo que as condigoes de fechamento e inverso sao sa-
tisfeitas, consideramos quaisquer a,b € H. Temos b~! € H pela condicao de inverso, e
assim ab~! € H pela condicao de fechamento. Pelo Teorema do teste de subgrupo, isso é

suficiente para mostrar que H é um subgrupo.
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Capitulo 2

Metodologia da Pesquisa

2.1 A abordagem e as estratégias de investigagao

Para a efetivagao deste projeto, investigamos conhecimentos sobre o Grupo Diedral, de
modo que desenvolvemos seus principais teoremas e axiomas do Grupos de Simetria dos
Poligonos Regulares. Como hipéteses da pesquisa, destaca-se que se um poligono possui
n lados, entao ele possui 2n simetrias. Os angulos de 27” determinam o angulo de rotacao
que preserva a simetria de um poligono de n lados. A partir desses estudos algébricos
serd possivel desenvolver a ampla aplicabilidade deste contetdo.

Nesta perspectiva, a pesquisa possui uma abordagem qualitativa, na qual estaremos
tipicamente envolvidos em uma experiéncia investigativa Creswell (2021) [5], a partir
de um enfoque bibliografico, baseado em inferéncias de literaturas que contemplem os
estudos propostos para o projeto de matemaética pura voltada para a algebra. A pesquisa
é exploratoria, realizada a partir da coleta de informacgoes cientificas com o objetivo de
compreender as defini¢oes e teoremas que envolvem o campo dos grupos de simetria dos
poligonos regulares.

Nos primeiros meses, foi realizada uma revisao de literatura, tendo como principais
referéncias PAPANTONOPOULOU (2002) [I4] e DOMINGUES E IEZZI (2018) [6]. Em
seguida, foram estudados elementos que antecedem e englobam o conhecimento de grupos.
Desta foram foram construidos e exemplificados os grupos mais conhecidos.

A partir dessa revisao, construimos o grupo de simetria do triangulo equilatero e do
quadrado, com suas devidas demonstragoes e relagoes. A partir destes exemplos, definimos
a generalizacao do Grupo de Simetria dos Poligonos Regulares. Dando sequéncia ao estudo
foi possivel mencionar a importancia dele em diferentes tipos de aplicacoes, dando-se
enfoque a uma especifica.

Desta forma, esta investigacao busca contribuir nos estudos dos grupos de simetria,
organizando axiomas e teoremas. Durante o processo, quando necessario, além de li-

vros, esta pesquisa pode recorreu a acervos como artigos cientificos, dissertagoes, teses e
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monografias.

2.2 Etapas da pesquisa e instrumentos de coleta de da-

dos

A pesquisa foi feita em cinco etapas: a primeira teve o propoésito de apresentar a
historia dos grupos em geral até a chegada ao grupo de simetria dos poligonos regulares;
a segunda, a definicao e exemplos referentes aos grupos; a terceira, a definicao e algumas
demonstragoes sobre o grupo das permutacoes e a ideia de subgrupo; e a quarta, com
exemplos, definicdo e demonstracoes do grupo de simetria dos poligonos regulares; a
quinta com a amostragem de sua capacidade de aplicagao em diferentes areas.

Na primeira etapa, investigamos a historia dos primeiros autores que pesquisaram e
criaram o estudo dos grupos. Isso serviu de base para termos uma ideia de como este
estudo foi construido.

Na segunda etapa, definimos o grupo de simetria dos poligonos regulares, trazendo suas
propriedades que servem de base para demonstrar se um determinado conjunto munido
de uma operagao realmente ¢ um grupo.

Na terceira etapa, tratamos do grupo das permutacoes, que é um dos mais impor-
tantes nesta pesquisa. A partir dos conceitos falados anteriormente, provamos que este
é um grupo, definindo algumas de suas generalidades. Traremos também a definicao de
subgrupos, assim como a forma de provar que um determinado objeto matematico é um
subgrupo.

Na quarta etapa, mostramos uma prévia do nosso estudo, que é o grupo das rotagoes
do triangulo e do quadrado. Este poligono serviu de base para o estudo de simetria dos
demais poligonos regulares assim como sua generalizagao.

Na quinta etapa, apresentamos uma aplicagao do grupo de simetria dos poligonos
regulares. Essa aplicagao mostrou o quanto tal estudo pode ser aplicado em diversas
areas.

Desta forma, espera-se mostrar diferentes generalidades algébricas deste grupo de si-
metria dos poligonos regulares, que normalmente nao sao exploradas de forma mais deta-
lhada no curso de Algebra durante a graduacio. Assim, causando motivacao para futuras

pesquisas.
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Capitulo 3

Grupo de Simetria dos Poligonos

Regulares

No primeiro capitulo, foram vistas definigoes, teoremas e proposi¢oes do estudo de
grupos que embasam os resultados referentes aos proximos dois capitulos. Nesse capitulo,
veremos exemplos que ajudarao a entender e construir o Grupo de Simetria dos Poligonos
Regulares. Neste caminho, veremos o Grupo de rotacoes do triangulo equilatero, em
seguida, do quadrado e do pentagono. Como efeito de comparacao, teremos como exemplo
o retangulo.

A partir desses exemplos, serd menos complexo definir e realizar algumas demons-
tragoes do Grupo de Simetria dos Poligonos regulares. Vale destacar que grande parte
das notagoes foram apresentadas no segundo capitulo. Para finalizar, sera apresentado
o grupo de simetria da circunferéncia e serao apresentadas suas respectivas propriedades
simétricas.

Com tais conceitos abordados, poderemos mostrar exemplos basicos de aplicagoes e,
posteriormente, a principal aplicacao desse trabalho no terceiro capitulo. Neste, utilizare-
mos conceitos apresentados, por isso se da a importancia da pesquisa feita e da conversa
entre os autores trabalhados anteriormente e os que serao trabalhados agora.

O primeiro exemplo do Grupo de Simetria dos Poligonos Regulares é o triangulo
equilatero. Nesta secao, mostraremos as rotacoes deste grupo, que serao essenciais para
a construcao dos grupos de simetria dos demais poligonos. Para isso, primeiramente,

devemos definir o que seria um tridngulo equilétero.

3.1 Exemplos classicos

Definigao 3.1.1 [9/ Dado trés pontos A, B e C nao colineares, a reuniao dos segmentos

AB, AC e BC chama-se triangulo ABC.

Definicao 3.1.2 Para as aplicagoes, entende-se por uma figura plana um conjunto F' de
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pontos de R2.

Definicao 3.1.3 Classificamos um tridngulo como equildtero se, e somente se, tém os

trés lados congruentes.

Definicao 3.1.4 Dada uma figura F', uma simetria de F' é uma aplicacao f : F — F

com as sequintes propriedades:
1. f € uma isometria
2. f € sobrejetiva

A partir dessas propriedades, com a isometria teremos uma transformacao que preserva
as distancias. No ponto de vista geométrico, isso significa que apods aplicar a funcao f,
as distancias entre quaisquer dois pontos permancem inalteradas. Com a sobrejetividade
em termos simples nao existirao pontos em F' que nao serao atingidos pela aplicacao de
Dadas as defini¢oes anteriores, em fim, podemos exemplificar o grupo de simetria do

triangulo equiléatero:

Exemplo 3.1.1 [1] Consideremos um tridngulo equildtero de vértices 1, 2 e 3. As si-
metrias desse tridngulo, isto €, os movimentos que o levam a sobre si mesmo sao, 0s

sequintes:

1. as rotacoes ro,r1,72 e 13 de 0°,120° e 240° em torno do centro O no sentido hordrio;

2. as reflexoes s1,So e sz, as reflexoes através de suas medianas.

Figura 3.1: Simetrias do triangulo equilatero

Fonte: Do Autor (2024)
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Figura 3.2: Simetrias do triangulo equilatero
1 1 2 1 3
3 /\ /\ B /\ /\ B /\
2 3 2 3 2 3 3 1 2 3 2
1 1 3 1 2
2 2 3 2 1 2 3 1 3

Fonte: Do Autor (2024)

—

2 3 3

Observagao 3.1.1 Obtemos, desta maneira, um conjunto D3 com 6 elementos elemen-
tos:

D3 = {r¢, 71,702, 51, S2, 53}

Estes 6 elementos s@o definidos pelas seguintes permutagdes do conjunto {1, 2, 3}:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
€ = , 1 = € g =

1 2 3 2 31 31 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3
S1 = y S2 = € 53 =

1 3 2 3 2 1 2 1 3

O par (Ds,0), sendo "o a operacao de composi¢ao de fungoes em Ds, é um grupo,
porque o composto de dois elementos qualquer de D3 é um elemento de Ds, a operacao
7 7

o” ¢é associativa e admite elemento neutro ry, e todo elemento de D3 é simetrizavel.

Realizando-se todas as possiveis composigoes, temos a seguinte tabela:

e} € T To S1 SS9 S3

(& (& rn Te S1 S22 S3
T1 T Te € So S3 51
To | T (& r S3 S1 S2
S1]181 S3 S € T9 1

S9 | S9 S1 S3 T € T2

S3 S3 S22 S1 To9 T e

Observacgao 3.1.2 (D3, 0) € um grupo nao abeliano, nao vale a comutatividade, pois, por
exemplo, s3 0 81 # 81 0 S3, Fsta tdbua mostra que os simétricos dos elementos rg, 1,52 €

s3 sao eles mesmos e que cada um dos elementos r1 e ry € simétrico do outro .

Observagao 3.1.3 Podemos notar que D3 = S3 = 3! = 6 elementos, chamamos de
ordem de Ds.
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Figura 3.3: Simetrias do Quadrado

I

I

I

I

|
I
sS4 | 3

I

I

I

1

Fonte: Do Autor (2024)

Com o grupo de simetrias do triangulo equilatero bem definido, podemos partir para

o grupo de simetria do quadrado, antes disso devemos relembrar sua definicao.

Definig¢ao 3.1.5 [J] Sejam A, B, C e D quatro pontos de um mesmo plano, todos dis-
tintos e trés nao colineares. Se os segmentos AB, BC, CD e DA interceptam-se apenas

nas extremidades, a reuniao desses quatro segmentos é um quadrildtero.

Definicao 3.1.6 Um quadrildtero plano convexo é um quadrado se, e somente se, possui

0s quatro dngulos congruentes e 0s quatro lados congruentes.

Com o quadrado definido, faremos testes quanto a sua quantidade de simetrias e se

essas podem ser classificadas como um grupo.

Exemplo 3.1.2 [9] Considere um quadrado com vértices nomeados como 1, 2, 8 e 4. As

simetrias desse quadrado sao as sequintes:

1. As rotacoes ro, 11,79 € 13 de 0°,90°,180° e 270° em torno do centro O no sentido

anti-hordrio.
2. As reflexoes sq, sa, as reflexoes através de suas diagonais;

3. As reflexoes s3 e sy através de suas medianas.

Observagao 3.1.4 Obtemos, desta maneira, um conjunto Dy com 8 elementos:
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Figura 3.4: Simetrias do quadrado

1 2 1 2 1 2 2 3
FD r 1
4 3 4 3 4 3 1 4
1 2 3 4 1 2 4 1
F2 I'a
4 3 2 1 4 3 3 2
1 2 1 4 1 3 3 2
S.I 82
4 3 ? 3 4 3 4 1
1 2 4 3 1 2 2 1
S3 54
4 3 1 2 4 3 3 4

Fonte: Do Autor (2024)

D, = {7’077"177"277"37 S1, S2, 83,84}

Esses 8 elementos sao definidos pelas seguintes permutagdes do conjunto {1, 2, 3,4}:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
€ = , It = , o = , T3 = .
1 2 3 4 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
51 = ) S2 = y83 = ) S4 = .
1 4 3 2 321 4 4 3 2 1 214 3

7

O par (Dy,0), sendo ” o” a operagao de composi¢ao de fung¢oes em Dy, também é um
grupo, porque o composto de dois elementos quaisquer de D, é um elemento de Dy, a
operagao "o é associativa e admite elemento neutro, a rotagao idéntica ry, e todo elemento

de D, é simetrizavel. Realizando todas as possiveis composigoes, temos a seguinte tabela:

20



e} € ™ T2 T3 S1 S9 S3 Sq

(& (& T T9 T3 S1 SS9 S3 5S4
1 T Te T3 € S3 S4 S22 51
Tog | T9g T3 (& rn S22 S1 S4 S3
rs | T3 € rn T2 S4 S3 S1 S2
S1 S1 S4 S2  S3 (& o T3 T
So | S S3 S1 S4 To (& r T3
S3 | S3 S1 S4 S92 T1 T3 € )

Sq S4 S92 S3 S1 T3 T T2 (&

Assim como no caso do triangulo, observamos que (Dg4,0) é um grupo nao abeliano.
A tabela mostra que os simétricos dos elementos rg, rg, S1, S2, 3, € S4 sao eles mesmos, e

cada um dos elementos rq, r3 é simétrico do outro.

Observagao 3.1.5 Podemos notar que |D,| = 8 elementos, chamamos de ordem de D,.
Ou seja, |Dy| # |Ss| = 4! = 24, algo diferente do que acontece com o tridngulo, no qual

mostraremos que foi um caso a parte.

3.2 Generalizacao do Grupo Diedral

Com os exemplos dados podemos compreender melhor o grupo de simetria dos poli-
gonos regulares, com isso, podemos generalizé-lo, apresentar suas defini¢oes, demonstrar
suas principais propriedades, teoremas e lemas nesta secao. Para isso, primeiramente

vamos definir o que seria um poligono regular.

Defini¢ao 3.2.1 Dada uma sequéncia de pontos de um plano (Ay, As, ..., A3) comn > 3,
todos distintos, onde trés pontos consecutivos nao sao colineares, considerando-se con-

secutivos A,_1,A, e Ay, assim como A —n, A1 e Ay, chama-se poligono a reuniao dos
segmentos A1 As, AsAs, ..., Ay 1A, ALAL .

Definicao 3.2.2 Um poligono ¢é reqular se, e somente se, tem todos os seus lados con-

gruentes todos os seus dngulos congruentes.

Definido o que seria um poligono regular poderemos definir o grupo de simetria dos

poligonos regulares.

Definicao 3.2.3 ElO conjunto D,, das simetrias de um poligono regular de n lados é um

grupo com a operagao de composi¢ao de aplicagoes. O grupo (D, o) também é conhecido
k2n
n

do centro de gravidade, para k € {0,...,n — 1}, e por n reflexées em torno dos eixos de

como Grupo Diedral de ordem 2n e é composto por n rotacoes de radianos em torno

simetria do poligono.
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Figura 3.5: Generalizacao de um Poligono

Fonte: Do Autor (2024)

O Grupo Diedral, ou Grupo de Simetrias, pode ser entendido como um Grupo de
Permutagoes. Isso ocorre porque existe uma bijecao f de D,, em D,,, e os movimentos de
rotacao e reflexao de D,, sao representados por permutacoes, como vimos nos exemplos
B.Ide

Definiremos a seguir as transformacoes deste poligono. Para isso, tomaremos um
poligono regular P, , onde n é o namero de lados do poligono (n € N, com n > 3). O
centro de gravidade é o ponto O, e existem n retas no espago que passam pelas mediatrizes
e diagonais (eixos de simetria) do poligono.

As transformacoes espaciais que preservam o poligono regular de n lados sao:

(i) Rotagoes em torno do centro: Chamadas de rg,71,79,...,7,, sd0 as rotagoes de
0 2m 4w (n—1)27

L R R n

radianos em torno do centro O, no sentido anti-horario.

(ii) Reflexoes através de suas medianas: Chamadas de sq, Sg, ..., S,, sdo as reflexoes

espaciais de 7 radianos em torno das retas (eixos de simetria) Sy, S, ..., S,.

Portanto, D,, é o conjunto formado por n rotacoes e n reflexdes:

Dn = {7"0,...,7"71,1,81,...,8”},

Sejam R, o conjunto de rotagoes do poligono regular de n lados e a operagao de
composicao de aplicacoes.

Podemos observar que r, gera R,:

1 As definigoes propriedades e demonstragdes desta secio estdo de acordo com (CANCADO, 2016)
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e =1y =r? & arotagao de angulo 0;

r1 =r; é a rotacao de angulo 27”;

ro = r{ € a rotacao de angulo 47”;

rs =1y é a rotacao de angulo %’r;

1, . . ~1)2
Tp—1 =17 1'é a rotacdo de angulo %
Segue que ¥ = e, 12 =riory =719, 13 =rior, =13, ...,V =" or =1,y

Assim, R, é o conjunto das poténcias de ry:
_ 2 n—1
R, ={e,ri,ri,...,r7 "}

Essa separagao fragmentagao do que mais tarde chamaremos de D,, serviré para melhor

compreensao das demonstragoes seguintes.

Proposicao 3.2.1 O conjunto R, com a operac¢ao de composi¢cio de aplicagoes € um

grupo abeliano

. Demonstracao:

(i) Provaremos que a operagao de composigao estd bem definida:
o - R R R 1 .1 1
sty X Lty — L, (Tmrj)'_)ri-i-j

e Para i + j < n: Esse caso decorre de (#).

e Para i + j > n: Usando o Algoritmo da Divisao, temos que dg,r € N tal que

S SORRIS RS S RS R SO B
t+7=qn+r, com 0 < r < n. Entao, T;OT) =T = Tpgyy = TpOT, =
1\q 1 _ _q 1 _ .1
(riYlor:=elor.=r. € R,.
(ii) Associatividade: Sejam r},r} rl € R,. Provaremos que (r} or})or}l =rlo(rior})
. 0€] i T Tk n- q i 975 k=T i COTk)

1.1 1.1 1.1 N RS B | 1.1
Temos que (r; orj) OT) =Ty ;0T =Ti i), =1; OTjp =T7; 0 (rj or}).

(iii) Elemento neutro: Seja r} € R,, com i € {0,1,...,n — 1}. Entao, Je € R, tal que
rioe=eori =7l Comorlori=rl=c=rl

1

79

com i € {0,1,...,n — 1}. Note que rf o7} , =

n—1

(iv) Elemento inverso: Tomemos r

Lol gpl o1 1 o lgnl : 1 IR 1
r;or,or_,=r;oeor_, =r;or_, =e. Assim, r_, our,_, ¢ o inverso de r; em R,.

idade: Qeiam pl gl sorlopl ol 1 1
(v) Comutatividade: Sejam r;,7; € Ry, entdo r; orj =1, ; =71, =71;07;.
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Sejam Re o conjunto das reflexdes do poligono regular de n lados e a operacao de
composi¢ao de aplicagoes.

Observe que:
s1 ¢ a reflexao em torno da reta S; pelo vértice 1 e pelo centro O;
s9 é a reflexao em torno da reta Sy pelo vértice 2 e pelo centro O;
sn é a reflexao em torno da reta S,, pelo vértice n e pelo centro O.

Podem existir dois casos em relagao a n: ele pode ser ou fmpar ou par, como veremos

a seguir:

Observagao 3.2.1 O caso acima ocorre se n for impar. Caso n seja par, temos:

Note que:
s1 € a reflexao em torno da reta S; pelo vértice 1 e pelo centro O;
s9 € a reflexao em torno da reta Sy pelo vértice 2 e pelo centro O;
s3 é a reflexao em torno da reta S3 pelo vértice 3 e pelo centro O;
- .on
s» & a reflexao em torno da reta Sz pelo vértice 5 © pelo centro O;
sn41 € areflexdo em torno da reta Sz que intercepta o segmento 1n e o centro O;
Snyo € a reflexao em torno da reta Snngz que intercepta o segmento 12 e o centro O;
sp € a reflexdo em torno da reta S, que intercepta o segmento (g — 1)(%) e o centro O.

Observagao 3.2.2 Sen for impar, existem n retas do espago que passam pelas mediatri-

zes do poligono. E, se n for par, existem

n
)

n

5 retas do espago que passam pelas mediatrizes

retas que passam pelas diagonais do poligono.

Para facilitar nossa generalizagdo, tomaremos s como a reflexdao de 7 radianos em

torno da reta S; pelo vértice 1 e pelo centro do poligono. Assim, cada reflexao pode ser

escrita como combinagao de s com as poténcias de r;. Segue que:

Re = {s,sory,sory,...,sorf '}

No entanto, Re nao é um grupo com a composicao de aplicagoes. Observe que esse

conjunto nao possui um elemento neutro: s

?=sos=r9=-¢c¢ Re.
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D,, é definido como R, U R,, sendo gerado por s e rq:

2 n—1 1 n—1
D, ={e,r,r{,...,r'7 s, 80r,8075,...,50r7 "}

A seguir, mostraremos que (D,,,0) é um grupo (ndo abeliano). Para isso, usaremos a

rotacao r; e a reflexao s, os geradores de Dn:

1 23 ... n—1 n 1 2 3 ... n—1 n
r = e S=
2 3 4 ... n 1 1 n n-—-1 ... 3 2

Os lemas e nao serao demonstrados por conta do aprofundamento desta

pesquisa, no entanto, sao de grande importancia como resultado para proposicoes seguin-

tes.

Lema 3.2.1 A igualdade sor] =r{ " os € valida em D,,.

Lema 3.2.2 A composi¢cio é uma opera¢ao em D,,.

Proposicao 3.2.2 D,, € um grupo (nao abeliano) com a composi¢ao de fungoes.
Demonstragao:

(i) Vale a associatividade em D, pois ¢ decorrente da operagdo composicao.
(ii) D, possui um elemento neutro, em que o = e.

(iii) Existe um elemento inverso:

Provaremos que ¢ os, € D,, possui um inverso. Desta forma, observaremos os casos

a seguir:

n—1u

(1) Para u = 0: Se 7% o 59 = r!, entdao r}*. Basta verificarmos que r{ o 7" = e.

(2) Parau=1: Comoriosorios=rior} ‘osos=ros? =coe = e. Portanto,

o inverso de 74 o s ¢ ele mesmo.

Todavia, nao vale a comutatividade. Pois, pelo lema , temos que sor; = " los =

r;tos#r os, paran = 1. Logo, (D,,0o) ¢ um grupo (nio abeliano).
Proposicao 3.2.3 O par (D,,0) é um grupo (ndao abeliano) com 2n elementos.

Demonstragao:

Basta tomarmos 4, j € {0,1,...,n— 1} e u,v € {0,1} tais que 7} o s* = r] o s°.

Provaremos que i = j e u = v.
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o
(r)loriosto(s) P =5"0(s") "= () Tori=s'o(s*) ' =r/orl =s'os ¥ =
ri“’(—j) — Sv—i—(—u).

Segue que rios* =71]0s” = (r{)toriost = (r])lor{os’ = (r)lorios" =s" =
1

Se u = v, entdo s'T"% = ¢ € {e,rl,...,r"'}. Por outro lado, se u # v, logo
s+(w) = g ¢ {e,rl ... "1} o que contradiz o fato de riT 7 = (W Daf, u = v e
17 = r{, e, portanto, ¢ = 5. Logo, D,, possui 2n elementos, sendo dois a dois distintos.

A partir dessas generalizacoes foi possivel organizar e compreender melhor a formali-
zagao algébrica das simetrias dos poligonos regulares. Desta forma no seguinte capitulo

abordaremos a potencialidade de aplicacao deste conhecimento.
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Capitulo 4
Aplicacao

Como mencionado anteriormente, a simetria se apresenta como um principio bésico
para as leis da natureza. Sao diversos os exemplos vistos, como, por exemplo, um floco
de neve que apresenta a forma hexagonal perfeita. Outro exemplo seria de uma borboleta
que apresenta simetria em suas asas.

A grande questao é que, quando falamos de simetria, geralmente estamos falando de
uma versao idealizada da figura. Algo que é mais facil de se imaginar em relagao aos
poligonos regulares por conta de sua "perfeicao". Desta forma, na natureza, muitas vezes
os objetos possuem apenas simetrias aproximadas a poligonos regulares.

A partir desta nocao de aproximacao, surgiram diversas aplicagoes matematicas em
outros ramos dos grupos de simetria. Nos tltimos cinquenta anos, muito progresso foi
alcancado na fisica quantica por conta do conceito de simetria nas particulas elementares.

FRENKEL (2014) cita como um dos grandes exemplos de aplicagdo o grupo SU(3),
conhecido como o Special Unitary Group of Degree 3, consiste em matrizes unitarias 3 x 3
com determinante igual a 1. Matematicamente, uma matriz U pertence a SU(3) se ela

tiver as seguintes propriedades:
1. U é uma matriz 3 x 3 complexa.
2. UTU = I, onde U representa a matriz adjunta de U.

3. det(U) = 1, onde det(U) ¢ o determinante de U.

Em termos fisicos, as transformagcoes SU(3) descrevem as mudangas nas proprieda-
des dos quarks enquanto eles interagem sob a forca forte mediada pelos glions. Essas
transformagoes sdo importantes para entender a cromodindmica quantica (QCD), que é
a teoria que descreve a interacao forte.

O grupo SU(3) é usado para representar simetrias de cor nas interagoes quark-quark,
onde "cor"é uma propriedade de carga associada a forca forte. As oito geradoras her-
mitianas do SU(3) correspondem aos oito glions que mediam a interagao forte entre os

quarks. A teoria SU(3) é uma parte essencial do Modelo Padrao da fisica de particulas.
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Durante as pesquisas na producao deste trabalho, foram vistas diversas aplicacoes do
grupo de simetria dos poligonos regulares, algo que enfatiza a ideia de Klein dos grupos
de simetria possuirem papel unificador dentro da matematica.

Desta forma, mostrou-se que a Simetria se apresenta muitas vezes como otimizador
na resolucao e interpretagoes de problemas matematicos. Neste trabalho nao nos preo-
cuparemos em provar a relagao entre a simetria a esta otimizagao, mas em apresentar

exemplos que enfatizam esta ideia. A seguir vemos um exemplo classico matematico.

Exemplo 4.0.1 Dado um valor constante para a drea de um retingulo, encontre as di-

mensoes desse retangulo que resultem no menor perimetro possivel.

Em outras palavras, o desafio é otimizar as dimensoes do retangulo, mantendo sua area
fixa, de modo a minimizar a soma dos comprimentos de seus lados. Esse é um problema
comum em otimizacao e pode ser abordado usando técnicas mateméticas, como calculo
diferencial.

A fungao de perimetro P de um retangulo é dada por:
P=2L+2W
A area A do retangulo é dada por:
A=LxW

Vamos considerar o problema de minimizar o perimetro sujeito & restricao de area
constante (A = k).

A expressao para L em termos de W com a restricao de area constante é:

k
L=—
w

Substituindo isso na férmula do perimetro, obtemos:
P=2 k +2W
N

Para minimizar P, derivamos em relagao a W e igualamos a zero:

Isso leva & solucao:
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Substituindo W de volta na expressao para L, encontramos:
L=k

Portanto, as dimensoes que minimizam o perimetro, sujeitas a restricao de area cons-
tante, sio L = vk e W = vk, indicando que um quadrado é a forma que minimiza o
perimetro para uma area constante.

Com isso percebemos que a resposta para a otimizacao da problematica é dada pelo
retangulo que possui a maior qunatidade de propriedades simétricas. Podemos comparar
desta forma o Grupo de simetria do quadrado que foi apresentado anteriormente com o

grupo de simetria do retangulo.

Exemplo 4.0.2 Considere um retdngulo de vértices 1, 2, 3 e 4. As simetrias desse

retdngulo sao as sequintes:
1. As rotagoes ro e ry de 0° e 180° em torno do centro O no sentido anti-hordrio;

2. As reflexoes s1 e sy através de suas medianas.

Observagao 4.0.1 Obtemos, desta maneira, um conjunto Dy com /j elementos: Dy =

{7’0,7”1, 81752}

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
ro = 1 = yS1 = ;82 = :
1 2 3 4 34 2 3 4 3 1 2 21 3 4
A partir das operagoes temos a seguintes tabela:

e ™M S1 So

€ € T1 S1 S
T | T € S S

S1 181 S92 € T

So | S92 S1 T e

Comparando os dois grupos percebemos que o nimero de elementos do Grupo de
Simetria do Retangulo é menor que o do Grupo de Simetria do Quadrado. Mostrando
que pode existir uma relagao entre o problema e esse presente estudo. As aplicabilidades,
no geral, mostraram-se bastante avancadas para um trabalho de conclusao da graduacao;
com isso, buscou-se aplicagoes mais simples e presentes no nosso cotidiano. Assim, a
partir das pesquisas feitas, foi possivel encos aplicagoes do grupo de simetria dos poligonos

regulares nos drones. Essa aplicacao sera detalhada nas préximas secgoes.
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4.1 Introducao aos drones

Nos tltimos anos se popularizaram pelo mundo um novo tipo de veiculo, os drones.
Isso se deu pelo avango da tecnologia de miniaturizagao de sensores e processadores. No
geral esses aparelhos tem sido desenvolvidos para diversao, proposito comercial ou até

mesmo para pesquisa.

Figura 4.1: “Parafuso aéreo”, projeto de Leonardo Da Vinci

'.luj'
e

{

% .:-:._ T
a4 Sree M N
Fonte: Leishman(2000)

Historicamente o primeiro projeto de aeronave de asas rotativas é atribuido geralmente
a Leonardo Da Vinci Leishman(2000). Embora seja apenas uma ideia, podemos perceber
que nesse projeto ja se pensava na simetria, que nesse caso ¢ a radial. Isso é pensado
também na divisao homoégena do peso que ajuda a garantir a estabilidade do objeto
durante o voo.

Algo que chama atenc¢ao nos drones é justamente é o seu formato fisico. No geral os
drones possuem forma de poligonos regulares. No comércio é possivel encontrar modelos
de drones com 3, 4, 6 e 8 hélices. Outro fato que pode ser observado é posicionamento dos
rotores geralmente, se da nas extremidades das hastes de estrutura do drone que podem
ser idealizados como os vértices de um poligono regular. Podemos ver a seguir a tabela

de classificacao dos drones.

Tabela 4.1: Classificagao quanto ao nimero de motores.
Niumero de Motores 3 4 6 8
Designacao Tricoptero | Quadcoptero | Hexacoptero | Octacoptero
Fonte: Do Autor, 2023

Demolinari (2016) que em seu trabalho traz a construgdo de um hexacoéptero nnos

mostra que principal influéncia do nimero de motores é a forca de propulsao ou seja a
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forca total de sustentagao do drone.Desta forma, drones com 3 ou 4 motores tém forcas
de sustentacao menores que os com 6 ou 8 motores. Além disso se tem a questao de
seguranga do aparelho, em caso de um dos motores falhar, quanto maior o ntimero de
motores, menor a chance do drone cair.

Por conta de termos explorado do Grupo de Simetria do quadrado, iremos dar enfoque
nos quadricopteros. A partir da anélise de alguns autores perceberemos onde sao aplicados
os estudos algébricos e geométricos na construcao e voo deste tipo de drone. Além disso

seré evidenciada, novamente, a simetria como fator importante no processo de otimizagao.

4.2 O quadcopetro

Para entendermos as aplicagoes algébricas presentes no drone, primeiramente devemos
conhecer qual a sua estrutura fisica. Para que o voo acontega sao de extrema importancia,

além dos motores, a bateria, os sensores, o controlador e a divisao de seu peso.

Figura 4.2: Quadcoptero utilizado para encomendas

Fonte: DHL (2016)

Cavallaro (2019) traz em seu trabalho como hipétese que o centro de gravidade do
quadricoptero (drone com quatro hélices) coincide com seu centro geométrico e sua dis-
tribuicao de massa é simétrica em relacao aos dois eixos ortogonais entre si que passam
pelo cento geométrico e tém direcao horizontal.

A partir da ideia deste autor e outros que abordam tal assunto, surgiu o questio-
namento de como os grupos de simetria dos poligonos regulares podem influenciar na
construcao de um drone.

Demolinari (2016) que em seu trabalho traz a constru¢do de um drone e nos mostra
que principal influéncia do nimero de motores é a for¢ca de propulsao, ou seja, a forca
total de sustentacao do drone. Desta forma, drones com 3 ou 4 motores tém forcas de
sustentagao menores que os com 6 ou 8 motores. Além disso se tem a questao de seguranga
do aparelho, em caso de um dos motores falhar, quanto maior o niimero de motores, menor
a chance do drone cair.

No entanto, esse nao ¢ o tnico lado levado em consideracao. Quanto maior o nimero

de hélices, maior serd o consumo de energia. Desta forma, o quadcoptero apresenta-se
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Figura 4.3: Representacao idealizada do quadcopetro

Fonte: Do Autor (2024)

como otimizador levando em conta aspectos como seguranca e economia de energia. Nao

atoa este modelo é o mais popular nas vendas para o publico amador.

4.3 Movimentos do Quadcoptero

A idealizagao dos movimentos do quadcoptero necessita de estudos de fisica bésica.
Ao mostrarmos os aspectos fisicos enfatizaremos a relacao da simetria como aspecto con-
servativo no movimento do drone de 4 hélices. Neste modelo desprezaremos o atrito para
simplificacao dos calculos.

Seguiremos a ideia de Cavallaro (2019) que definiu o centro de gravidade do quadri-
coptero como o centro geométrico e sua distribuicao de massa é simétrica em relagao aos
dois eixos ortogonais entre si que passam pelo cento geométrico e tém direcao horizontal.

Silva (2015) ao no teste de voo verificou a necessidade de ter uma melhor distribuigao
dos componentes do quadricoptero a fim de deixé-lo o mais simétrico possivel, evitando
assim que o mesmo fique inclinado quando nao deveria estar.

Esses detalhe simplificam a interpretacao da modelagem utilizada e enfatizam a neces-
sidade do estudo de simetria no voo do drone. Desta forma os calculos feitos terao como
base as leis de Newton e o conhecimento apresentado nos capitulos anteriores.

[15]Pela 2# Lei de Newton, ou principio Fundamental da Dinamica:

“For¢as sao interacoes entre corpos que podem provocar variagoes em sua velocidade”.

No enunciado da lei de Newton, o termo tanto pode representar uma for¢ga como a

forga que resulta da soma de um conjunto de forgas (forga resultante).
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Sendo a forca uma grandeza vetorial, da mesma forma que a aceleracao, podemos

escrever a lei de Newton, numa notagao vetorial:
S F =ma

Esta equagao, onde Y  F representa a soma vetorial de todas as forgas aplicadas,
m é a massa do quadcoptero e @ é a sua aceleragao, oferece a base para a anélise dos
movimentos do drone. Por meio dessa relacao, podemos desdobrar as forgas envolvidas e

entender como influenciam o comportamento dindmico do quadcoptero durante o voo.

4.3.1 Movimentos verticais

O movimento vertical de um drone é uma faceta fundamental de sua capacidade de
manobra, desempenhando um papel crucial em diversas situacoes. Esse deslocamento
ocorre quando o drone realiza a ascensao, descida ou permanece estacionario em altitudes

especificas.

Figura 4.4: Representacao do movimento vertical de um quadcoptero

JH

Fonte: Do Autor (2024)

I

Quando o drone sobe, ele utiliza seus rotores para gerar uma forca ascendente que
contrapoe a forca da gravidade:
S F,=F 4+ B+ By + F

Para que ocorra essa subida se faz necessario que a forga de subida ) Fy seja maior
que a forca gravitacional F:
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Para para garantir que o quadcoptero suba de forma estavel a forca feita pelas hélices
F;, P_’;, ﬁg e F_’;l seja igual:

Fi=F=F=F

Quando o drone desce, ele utiliza seus rotores para gerar uma forca controlada que

contrapoe a forca da gravidade:
S Fi=FR+Fh+F+F

Para que ocorra essa decida se faz necessario que a forga de descida ) Fy seja menor

que a forga gravitacional ]5;]:
Fy < F,
Para garantir que o quadcoptero desca de forma estavel a forga feita pelas hélices
ﬁl, ﬁg, F}; e Fz seja igual:
Fy=F,=F;=F,

Neste caso a for¢a gravitacional nao pode ser muito maior que a forca de descida, se
isso acontecer o drone sofrera danos durante o contado com o chao.
Quando o drone fica parado no ar (estacionario), ele utiliza seus rotores para gerar

uma forga controlada igual a forca da gravidade:

Para garantir que o quadcoptero se estabilize a forga feita pelas hélices ﬁl, ﬁQ, Fye F

seja igual:
Fy=F,=F;=F

Esses movimentos sao possiveis por conta da simetria presente no drone e na distri-
buicao de seu peso, o que possibilita a elevacao, descida e parada. Além desse fator, outra
questao que pode ser observada é que como vimos no exemplo o retangulo de menor
perimetro é um quadrado. Desta forma, além de um drone na forma de um quadrado

possibilitar maior estabilidade, esse formato otimiza a utilizagao de material.

4.3.2 Movimentos pelas laterais

Ao se movimentar para os lados o quadcoptero realiza alguns movimentos de conserva-
¢ao que sao propiciados através de sua simetria. Imaginemos uma for¢ga que chamaremos
de forga lateral > F}, esta forga é resultado da somatoria das forgas das quatro hélices do

drone, como podemos ver na figura [4.5
SR =R+E+FE+F
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Figura 4.5: Representacao do movimento horizontal pela mediana

Fonte: Do Autor (2024)

Diferentemente da movimentacao vertical, nesse caso as forcas das quatro hélices nao
sao iguais. Neste caso a for¢a das duas hélices presentes no lado pelo qual o drone iré se

movimentar deve ser menor que as demais hélices, de tal modo que:
F3 =F<F=F
Essa condigao persiste até que o drone atinja um angulo especifico. Ao atingir esse
angulo, as forcas das hélices se igualam, permitindo que o quadcoptero se mova na diregao
inclinada.
Ao concluir o movimento lateral, a discrepancia entre as forcas das hélices é compen-

sada, e o drone retorna ao seu estado de equilibrio. Assim, é possivel realizar até quatro

movimentos laterais através de seus lados.

4.3.3 Movimentos diagonais
Fy < Fy=F,=Fj

Essa condicao persiste até que o drone atinja um angulo especifico. Ao atingir esse
angulo, as forcas das hélices se igualam, permitindo que o quadcoéptero se mova na direcao
inclinada.

Ao concluir o movimento diagonal, a discrepancia entre as forcas das hélices é com-
pensada, e o drone retorna ao seu estado de equilibrio. Assim, existem 4 movimentos

possiveis pelas diagonais, isso dependendo da hélice pela qual ocorrera a inclinagao.
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Figura 4.6: Representacao do movimento horizontal pelo vértice

Fonte: Do Autor (2024)

Ao se movimentar pelas diagonais o quadcoptero realiza alguns movimentos de conser-
vagao que sao propiciados através de sua simetria. Imaginemos uma forga que chamaremos
de forga diagonal ) Fp esta forga é resultado da somatoria das forgas das quatro hélices

do drone, como podemos ver na figura [4.6]
S Fp=F+F+F+F

Em relacao a movimentacao pela lateral, existe em comum a for¢a das quatro hélices
que nao sao iguais. A grande diferenca é que uma das hélices tera uma forca menor que

as outras trés, de modo que:
Fs< P =F=F

Essa condicao persiste até que o drone atinja um angulo especifico. Ao atingir esse
angulo, as forgas das hélices se igualam, permitindo que o quadcdptero se mova na direcao
inclinada.

Ao concluir o movimento diagonal, a discrepancia entre as forgas das hélices é com-
pensada, e o drone retorna ao seu estado de equilibrio. Assim, existem 4 movimentos

possiveis pelas diagonais, isso dependendo da hélice pela qual ocorrera a inclinagao.

4.3.4 Algumas percepgoes

No que diz respeito aos movimentos verticais, compreendemos que a ascensao, descida

e a permanéncia estacionaria sao governadas pela interacao complexa entre as forgas
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geradas pelos rotores e a gravidade. Durante a subida, a soma das for¢as das hélices deve
superar a forca gravitacional, garantindo estabilidade ao manter a igualdade entre as forgas
individuais. Da mesma forma, a descida controlada ocorre quando a forga descendente é
menor que a forga gravitacional. No estado estacionario, a estabilidade é mantida pela
igualdade de forcas das hélices com a forca gravitacional.

No que concerne aos movimentos laterais, o drone demonstra uma capacidade tinica de
se deslocar para os lados, sustentada por principios de conservacao. A forca lateral resulta
da combinagao das quatro hélices, mas ao contrario dos movimentos verticais, as forgas
nao sao iguais. Para inclinar o drone na direcao desejada, as forcas das duas hélices no
lado correspondente sao ajustadas para serem menores, permitindo o movimento lateral
inclinado. Essa inclinacao persiste até um angulo especifico, onde as forgas se igualam,
possibilitando o retorno ao equilibrio.

J& nos movimentos diagonais, o drone novamente faz uso de sua simetria para realizar
deslocamentos inclinados. A forca diagonal, resultante da soma das forcas das hélices, é
ajustada de modo que uma hélice tenha uma forca menor que as outras. Isso provoca a
inclinagao do drone até atingir um angulo critico, momento em que as forcas se igualam
e o drone pode se movimentar diagonalmente com estabilidade.

Em ambos os casos, a simetria do drone e a distribuicao de peso sao fatores cruciais
para a estabilidade desses movimentos. A escolha de uma forma quadrada nao apenas
otimiza a estabilidade, mas também utiliza eficientemente o material, destacando a im-
portancia do design na funcionalidade e desempenho desses dispositivos aéreos. KEssas
analises oferecem uma compreensao aprofundada dos principios fisicos e mecéanicos subja-
centes aos movimentos de um drone, essenciais para o desenvolvimento e controle eficiente
desses equipamentos.

Podemos destacar que a formalizacao do estudo de grupos favorece na compreensao
das movimentagoes feitas. Além disso, fazendo comparagao com os momentos verticais
percebemos que o quadcoptero realiza 8 movimentos verticais. no exemplo |3.1.2] vimos
que o quadrado possui 8 simetrias, sendo 4 pelos vértices e 4 pelos lados. Sendo M4 o

conjunto de movimentos verticais de um quadcoptero:
M’U4 - {lh l27 l37 l47 d17 d27 d37 d4}

Ao pensarmos no drone de 3 hélices, este teria 6 movimentos, sendo 3 pelos vértices e 3
pelos lados. Desta forma para um drone de n hélices ele tera n movimentos pelos vértices
e n movimentos pelos lados, ou seja, 2n movimentos, assim que nem a quantidade de

elementos do grupo de simetria de um poligono de n lados.
M, = {li,lo, i lp, dv,dsy ... dy}

I[sso nos mostra que quanto maior o nimero de hélices, melhor se torna a estabilidade

do drone e sua capacidade de se movimentar. No entanto, isso causa aumento do custo de
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producao e gasto de energia. Desta forma a quantidade de hélices é distinguida de acordo
com a utilidade do equipamento.

Evidenciamos que esta pesquisa foi apenas um exemplo que pode ser expandido, pois
tratamos aqui de uma idealizacao do quadcoptero. A expansao deste estudo trataria
de outros aspectos presentes neste aparelho como bateria, motor, carenagem, além de
desconsiderar aspectos como a resisténcia do ar.

Contudo foi evidenciado que podemos aplicar o conhecimento de grupos de simetria
dos poligonos em diferentes modelos de conservagao fisicos. Esse tipo de estudo desataca
a importancia da base matemética no desenvolvimento dos mais diferentes tipos de tec-
nologia. Nessa perspectiva quando mais compreendermos a matematica e suas aplicacoes

maiores serao os avancgos cientificos.
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Consideracoes Finais

Diante do exposto, torna-se evidente que a jornada de pesquisa sobre os grupos de
simetria dos poligonos regulares nao apenas proporcionou um aprofundamento no enten-
dimento matematico, mas também revelou a notavel extensao de suas aplicacoes praticas.
A matemética, como linguagem da natureza, desvelou-se através da simetria, e os gru-
pos algébricos surgiram como ferramentas fundamentais para formalizar e transformar o
conhecimento empirico em ciéncia.

Com as investigacoes feitas foi possivel provar as ideias propostas no inicio da pesquisa.
Embora a ideia original fosse apenas de realizar as construgoes algébricas deste tema, ao
longo do tempo surgiu a oportunidade de mostrar as potencialidade da aplicacao deste
conteudo, algo que foi realizado.

A escolha de explorar os grupos de simetria dos poligonos regulares, embora nao seja
comum na graduagao, revelou-se uma oportunidade valiosa para enriquecer a literatura
cientifica. A aplicacao desses conceitos em estudos contemporaneos, como a teoria da
conservagao na Fisica, destaca a importancia pratica desses conhecimentos.

Os objetivos propostos relacionados a algebra foram respondidos através da base pro-
porcionada no referencial tedrico e nas generalizagoes do capitulo 3. A aplicagao pratica,
é exemplificada pela aplicagao da simetria no voo de um drone, o que mostra de maneira
tangivel a amplitude das implicagoes desses estudos o que é contemplado mo capitulo 4.

Portanto, este trabalho nao apenas contribui teoricamente para a compreensao dos
grupos de simetria dos poligonos regulares, mas também destaca sua aplicabilidade em
contextos praticos, como a teoria da conservacao na Fisica. Ao apresentar uma aborda-
gem aprofundada, pretende-se nao apenas enriquecer o conhecimento matematico, mas
também despertar o interesse para novas investigacoes nessa area.

Assim, a pesquisa realizada representa nao apenas um ponto de chegada, mas também
um ponto de partida para futuras descobertas e aprofundamentos neste campo fascinante
da matematica. Com isso podem ser desenvolvidos estudos futuros quanto a otimizacao
através de poligonos regulares, estudos algébricos e geométricos de particulas subatomicas,
proporcionando assim amostra da relacao entre a os conceitos algébricos de simetria e a

natureza.
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