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Resumo

Essa pesquisa delimita-se ao estudo de Radical Duplo da forma v/a + vbou y/a + ¢/,
na qual o objetivo é apresentar os métodos para resolucao de Radical Duplo, transfor
mando-o em soma ou diferenca de dois radicais simples, aplicando-os em questoes
de concursos, especialmente em olimpiadas de matematica. Para isso, foi necessario
abordar conceitos elementares tais como potenciagao, fatoracao, produtos notaveis e
racionalizacdo, nos quais, foram desenvolvidos cinco métodos de resolugdo a partir
dessas identidades algébricas.

Palavras-chave: Radical Duplo; métodos de resolucao; questdes (olimpiadas e con-
curso)
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Introducao

O conteudo de Radical Duplo geralmente surge com uma abordagem superficial
nas escolas, pela prépria abordagem traduzida nos livros didaticos, sendo apresen-
tada apenas como uma formula de resolugao dos problemas, que nao se adapta a
todas as questoes e sao raras as abordagens que envolvem a parte da construcao
e associacao. Observou-se que as questdes apresentadas nos livros nao sao bem
exploradas, dificultando o melhor aprendizado do conteddo no ensino fundamental.

A pesquisa justifica-se em mostrar outros métodos de resolucao de Radical Duplo,
além da formula elementar apresentada nos livros didaticos, a fim de compreensao
e entendimento do aluno através de diferentes formas que estimule o pensamento
l6gico-dedutivo, proporcionando assim, a compreensao do educando, dando habilida-
des de enxergar os métodos de decomposicao de numeros, potenciacao, fatoracao,
racionalizacdo, soma e produto, produtos notaveis e outros, de maneira a facilitar o
entendimento das resolugdes. Sendo assim, a pergunta diretriz da pesquisa é: Como
os métodos de resolucao de Radical Duplo podem ser aplicados em questoes de con-
cursos e de olimpiadas?

Nesse contexto, 0 objetivo geral da pesquisa € apresentar os métodos para resolugao
de Radical Duplo, transformando-o em soma ou diferenca de dois radicais simples,
aplicando-os em questoes de concursos, especialmente em olimpiadas de matematica.

Dentre os objetivos especificos da pesquisa destacam-se: compreender aspectos
historicos sobre os estudos relacionados a Radical Duplo; introduzir os conceitos que
sa0 necessarios para a construcao dos métodos de resolucao de Radical Duplo; de-
monstrar outros métodos elementares de transformagao do Radical Duplo em soma
ou diferenca de radicais simples e aplicar esses métodos em questdes de concursos
e de olimpiadas de matematica.

A pesquisa segue uma abordagem quantitativa que visa mostras métodos de pro-
duzir modelos de resolucao com aplicacées em questoes, seguindo uma estratégia ex-
plicativa no qual se aprofunda o conhecimento do assunto possibilitando a resolugao
de questoes mais especifica, usando o procedimento bibliografico baseados em livros
e publicacoes de artigos de autores que trabalharam a tematica mais afinco, os quais
nao foram possiveis encontrar nos livros didaticos brasileiros.

A pesquisa esta estruturada em 4 capitulos: No capitulo 1, destaca sobre a Re-
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visao da Literatura, na qual aborda-se os aspectos histérico e preliminares bem como
alguns matematicos que contribuiram para o desenvolvimento da algebra, e aborda
algumas identidades algébricas que sao bases para o desenvolvimento de resolugao
de Radical Duplo.

O capitulo 2, refere-se a metodologia da pesquisa que particulariza os parametros
metodoldgicos tais como: abordagem, estratégia e procedimento para a construcao
da pesquisa.

No capitulo 3, discorre os métodos trabalhados de resolucdo de Radical Duplo,
demonstrando o método elementar bem como outros métodos que auxiliam no desen-
volvimento de questdes mais complexas.

Por fim, o capitulo 4 apresenta os métodos de resolugcao aplicados em questoes

de concursos e olimpiadas, apresentando as identidades algébricas e suas solucoes.



Capitulo 1

Revisao de Literatura

1.1 Aspectos Historicos e Preliminares

O desenvolvimento da Algebra caracterizava-se por trés estagios: Algebra retérica;
sincopada e simbdlica. A primeira retratava os argumentos de um problema que era
escrito em prosa pura, sem abreviagdes ou simbolos especificos. A segunda adotava
abreviacOes para algumas das quantidades e operagoes que se repetiam mais fre-
quentemente. E finalmente a ultima, referenciava as resolugoes expressas em uma
espécie de taquigrafia matematica, formada por simbolos (BOYER, 1996).

A Algebra recebeu também contribuicdes de alguns povos como os babilonicos,
egipcios, gregos e arabes, assim como matematicos de toda parte do mundo, pois
através dessa contribuicao originalizou-se a necessidade do homem de resolver pro-
blemas comuns ao nosso dia a dia. No entanto, destacou-se alguns deles que tor-
naram possivel o desenvolvimento mais evidente dessa area do conhecimento ma-
tematico. O matematico Diofanto de Alexandria (200 d.c) teve grande contribuicao
para o desenvolvimento da algebra através da sincopacao dela (uso de figuras), ele foi
chamado de pai da algebra, o que nao foi tdo conveniente, pois em seu trabalho tratou
mais sobre conteldo relacionado as operacées numéricas, embora a generalizagao
fosse utilizada por ele.

Atualmente a Algebra é usada com abreviagdes e ndo mais com palavras como
era empregada na sua primeira fase com o0s povos antigos. Diofanto também foi ator
de trés trabalhos: Aritmética, o mais importante deles, do qual remanesceram 6 dos

13 livros; sobre Numeros Poligonais do qual restou apenas um fragmento; e a obra



Porismas, que se perdeu. A Aritmética teve muitos comentadores, mas a primeira voz
a clamar por uma tradugao do original grego foi a de Regiomontanus, ao descobrir em
Padua um exemplar da obra. A obra Aritmética, abordava uma teoria algébrica dos
numeros, pois parte remanescente desse trabalho se dedicava a resolucao de 130
problema variados, incluindo equacoes do primeiro e segundo graus.

Ja o matematico francés Francois Viete(1540 - 1603), conhecido por Vieta, foi um
dos primeiros matematicos que tentou fazer essa introducao da algebra simbdlica.
Ele introduziu a pratica de se usar vogais para representar incognitas e consoantes
para representar constantes. Foi um algebrista excelente, de modo que nao é de se
surpreender que o0 matematico aplicou a algebra a trigonometria e a geometria (EVES,
2011).

Outro matematico importante que contribuiu para o estudo de Radical Duplo foi o
matematico, astrélogo, astronomo e professor indiano Bhaskara (1114 — 1185) conhe-
cido como Bhaskara I, nasceu na cidade de Vijayapura, na india, local de excelente
tradicdo de matematicos. Seu pai era astronomo e Ihe ensinou os principios da ma-
tematica e astronomia. Bhaskara foi chefe do observatério astronémico de Ujjain,
especialista em estudos sobre algebra, o que levou a aprofundar suas pesquisas so-
bre as equacoes e sistemas numéricos e escreveu trés obras fundamentais: “Lilavati”,
“Bijaganita” e "Siddhanta Siromani”.

A primeira trata de questdes ligadas a aritmética, ao passo que a segunda obra
refere-se a Algebra, problemas de equagdes lineares e quadraticas, progressdes aritmé-
ticas e geométricas. A Ultima obra, “Siddhanta Siromani”, é dividida em duas par-
tes: a primeira trata sobre astronomia e a segunda sobre a esfera. Ele trabalhou
com a questao da raiz quadrada em equacgoes, sabendo que existiam duas raizes
na resolucao da equacao de segundo grau. Destacou-se na resolucao algébrica da
equacao quadratica por meio de utilizacao do método de completamento de quadrado,
denominado método de hindu (ROQUE, 2012 apud (BATISTA, 2019) p.20). Bhaskara

conhecia também identidades como:

Jat VB = \/a+\/2mi\/a—¢2m

Destacamos um equivoco sobre a historia de Bhaskara, que ainda € encontrado

em alguns livros didaticos da literatura brasileira a respeito da férmula atribuida a ele



para encontrar as raizes de uma equacgao do segundo grau, conhecida como “férmula
de Bhaskara”, pois na verdade essa férmula esta direcionada ao matematico também
indiano chamado Sridhara (870-930), que ja usava o método de resolver equacao

quadratica empregado pelos babilénicos no segundo milénio a.c.(GARBI, 2010).

1.2 Abordagem de Algumas Identidades Algébricas

Através de algumas identidades algébricas desenvolvidas pelos matematicos que
contribuiram na histéria da Algebra os quais foram abordados durante a secéo ante-
rior, nos deram a possibilidade de solucionar problemas e questdes relacionadas nao
somente ao assunto abordado de Radical Duplo, mas também, encontramos formas
de resolver expressdes algébricas e calculos matematicos de maneira mais simples
ultilizando apenas essas identidades.

Para se trabalhar os métodos e aplicagdes de resolucao de Radical Duplo que
serdo abordadas neste trabalho, buscou-se tirar algumas questdes de Olimpiadas de
matematica internacionais e de concursos, das quais usaremos algumas identidades
algébricas relacionadas ao conteudo. A respeito dessas competicdes, a 1° Olimpiada
de matematica foi em 1804 na Hungria, realizada para alunos do Ultimo ano da escola
secundaria. Com o passar dos anos, competicoes como essa se espalharam pelo
leste europeu, culminando, em 1959, com a organizagao da 1° Olimpiada Internaci-
onal de Matematica (International Mathematical Olympiad- IMO), na Roménia, com
paises daquela regiao.

No Brasil, a Academia Paulista de Ciéncias realizou a Olimpiada Paulista de Ma-
tematica, criada em 1977 e dois anos mais tarde, organizada pela Sociedade Brasileira
de Matematica (SBM), surgiu a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), e em con-
junto com as Olimpiadas Regionais de Matematica, envolve anualmente a participacao
de cerca de 200 mil estudantes no Brasil. Entretanto, para promover o ensino da Ma-
tematica nas escolas publicas, a SBM, em parceria com o Instituto de Matematica Pura
e Aplicada (IMPA), criou em 2005, a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP), um projeto do Ministério da Educagao (MEC) e do Ministério da
Ciéncia e Tecnologia (MCT) (BRAGANCA, [2013).

Nesses tipos de questdes de concursos e olimpiadas, encontramos problemas e



exercicios com elevado nivel de dificuldade, pois 0 objetivo dessas questdes requerem
um pouco mais de conhecimento para soluciona-las, pois trabalha o raciocinio 16gico

do aluno, como afirma:

Essa classificagdo apresenta as diferentes naturezas que problemas
matematicos podem apresentar, mas que mesmo assim, podem ter um
padrdo a seguir em todas as resolugdes. E basicamente o que chama
de raciocinio heuristico, que leva em consideracdo certos padrdes
l6gicos que sao importantes para a resolugcao de problemas, e tem
a ver com aspectos psicolégicos de quem resolve o problema. Desta
forma, todos os tipos de problemas situam-se no campo da heuristica,
que diante das consideragdes acima, pode ser entendida basicamente
como algo o qual “trata do comportamento humano em face de proble-
mas.(LAIER, 2014 apud (BARROS, 2018) p.18)

Para isso, sera necessario abordarmos alguns conceitos de: potenciacao, radiciacao,
racionalizacao, fatoracao algébrica e outros contelidos que serao necessarios para a

utilizacao de resolugao de Radicais Duplos.

1.2.1 Potenciacao

Definicéo 1. [[Seja « um nimero real e n um nimero natural. Poténcia de base a e de

expoente n, é o nimero a" tal que:

a® =1, paraa#0
a*=a"t-a,Vn>1

Dessa definigao, decorre que:

at = d®-a=1-a=a
a> = a'-a=a-a
> = a*-a=(a-a)-a=a-a-a

Sea,beR, m,neN,coma # 0oun # 0, entdao valem as seguintes propriedades:

Propriedade das Poténcias

P 1. Multiplicacao de poténcias de mesma base: Um produto de poténcias de

mesma base é igual a poténcia que se obtém conservando a base e adicionando

"Nesta secao as definicdes sédo baseadas na obra de (IEZZI, 2013)

7



0S expoentes:

P 2. Divisao de poténcias de mesma base: Um quociente de poténcias de mesma

base é igual a poténcia que se obtéem conservando a base e subtraindo os expoentes
(paraa #0):

P 3. Multiplicacao de poténcias de mesmo expoente: Um produto de poténcias de
mesmo expoente é igual a poténcia que se obtém multiplicando as bases e conser-

vando o expoente:
a”-b" = (a-b)".

P 4. Divisao de poténcias de mesmo expoente: Um quociente de poténcias de
mesmo expoente é igual a poténcia que se obtém dividindo as bases e conservando
0 expoente:

ab"m = (a:b)" ou Z—m = (%) para (b # 0).
P 5. Poténcia de poténcia: Uma poténcia elevada a um dado expoente é igual a

poténcia que se obtéem conservando a base e multiplicando os expoentes:

1.2.2 Radiciacao

Definigdo 2. F| Dados um ndmero real a > 0 e um ndmero natural n, sendo n > 1, é
demonstravel que existe sempre um numero real positivo ou nulo b tal que b™ = a. Ao
numero b chamaremos raiz enésima aritmeética de a e indicaremos pelo simbolo /a,

em que a é chamado radicando e n é o indice.

2Definicao baseada na obra de (IEZZI, 2013)



Observacoes:

E|o 1. Quando n = 2 e x > 0, escrevemos simplesmente /=, em vez de </, e dizemos

que /r € a raiz quadrada de z; quando n = 3, dizemos que /= € a raiz cubica de z.

O 2. Devemos estar atentos ao calculo da raiz quadrada de um quadrado perfeito,
pois:

Va2 = lal.

Propriedades da Radiciacao

ﬁA radiciacdo & a operacao inversa da potenciacdo, todo radical pode ser escrito na

forma de poténcia, isto é:

s3

an = vam (a>0, meninteiros, n>1).

Sea,beR,, meZ,n,p e N, temos:

P 6. O valor de uma raiz aritmética ndo se altera quando dividimos ou multiplicamos

o indice do radical e o expoente do radicando por um mesmo numero:
Wamr = Ja™ ou " a™P  sendo (a > 0).

P 7. A raiz aritmética de um produto ou divisao é igual ao produto ou divisdo das raizes

aritméticas dos fatores:

Va-b= fa- Vb sendo(a>0,b>0),e

%— "% sendo (a >0, b > 0.

P 8. Quando n é um inteiro positivo, a > 0 € m é um expoente inteiro, vale a igualdade
(Va)" = Vam.

P 9. Quando m e n s&o inteiros positivos e a > 0, podemos transformar raiz de raiz

em um so radical, multiplicando os indices das raizes:

30Observagoes baseadas na obra de (CAMINHA, 2013)
“Propriedades baseadas na obra de (IEZZI, 2013)
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Racionalizacao de denominadores

Definicao 3. Racionalizar uma fragdo consiste em multiplicar ou dividir o numerador
e o0 denominador da expressao por um mesmo fator, (chamado fator racionalizante),
transformando o denominador com valor irracional em uma fragao equivalente com o
denominador racional.

a

Vb
a a-\/l_o a-\/g_a-\/l_)

Podemos, por exemplo, racionalizar o radical —, coma € R* e b € Q*:

Vb VbVb VB b

1.2.3 Modulo dos Numeros Reais e Equacoes Modulares

Definicéo 4. F|Sendo z € R, define-se médulo ou valor absoluto de =, que se indica

por |z|, por meio da relagdo:

xsex >0

—xsex <0.

Isso significa que:
19) 0 mddulo de um numero real nao negativo € igual ao proprio nimero;
2% o médulo de um numero real negativo € igual ao simétrico desse numero.

Assim, por exemplo, temos:

3 3
[+2 =42 [ =T =47, 0] =0, [ = c| =+, [ - V2| = +V2,e |+ V3] = +V3.

Propriedades do Médulo

Decorrem da definicao as seguintes propriedades:
P 10. |z| > 0,Vz € R;

P11. |2|=0&2=0;

SNesta secéo as definicdes e propriedades sdo baseadas na obra de IEZZ1(2013)
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P13. [z]? =22,V 1z € R;

P1a. 11— 7|y 20,
lyl 'y

Equacoes Modulares

E|Para a solucao de equacgdes modulares pode-se usar a definicdo de médulo de
um numero real e, em seguida, resolver uma equacao nao modular para cada inter-

valo na reta real.

Exemplo 1. (Caminha-2014) Resolva a equagao |r + 1| + |z — 2| + |z — 5| = T.
Resolucao:

Utilizando a definigdo de modulo de um namero real, podemos notar que:

r+1, sex+1>0< x> —1

‘SC+1|: )
—x—1,sex+1<0&z< -1
r—2,sex—2>2052>2

lr —2| =
—r+2, ser—2<0& <2

e
r—5,sex—52>20&x>5
|z — 5| =

—r+5,sex—5H<0&x<H

Agora, desde que a interse¢ao das condicoes xr < —1ouzxz > —1,x < 20U x > 2,
r < 5 oux > 5 particiona a reta nos intervalos (—oo,—1), [—1,2), [2,5) e [5,+00),
faz-se mister considerar separadamente = em cada um de tais intervalos, a fim de
simplificar o primeiro membro da equagao. Procedendo desta maneira, obtemos:

(

—r—1—a24+2—-—2+5=-3r+6, sex < —1

r+1l—a24+2—2x4+5=—-2x4+8, se —1<2x<?2
e+ 1|+ |z —2|+ |z — 5| =
r+1l+x—-2—ax+5=x+4, se2<x<5H

\x+1+x—2+x—5:3x—6, sex >H

Por fim, note que:

6Nesta secdo a abordagem do método de solugdo de equagdes modulares é baseada na obra de
(CAMINHA, 2014)
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1 . . 1 -~ 2 e ~ .
s Jrx+6=7T 1= —§; como a condi¢ao —3 < —1 nao é satisfeita, nao ha

solucdes neste caso.

e« —x+8=7<% x=1;como acondicao —1 < 1 < 2 é satisfeita, z = 1 é solugao

da equacao.

*r+4=7<%« 2z =3;como acondicao 2 < 3 < 5 é satisfeita, z = 3 é solucao da

equacgao.

13 .. 13 . . . ~ , ~
*dr—6=Tx= E; como a condi¢ao 3 > 5 nao é satisfeita, nao ha solucoes

neste caso.

Tendo com raizes da equagao os numeros 1 e 3. Portanto, S ={1, 3}

1.2.4 Produtos Notaveis

Definicao 5. S4o expressées algébricas ou polinbmios que nos permitem manipular,
do modo mais conveniente, os fatores de uma expressao algébrica, utilizados princi-

palmente para a fatoragao de polinémios.

Dados: a,b e ¢ € Z* sao validas as seguintes propriedades:

P 15. Quadrado da soma de dois termos:
(a+0b)* =a*+ 2ab + b* .
P 16. Quadrado da diferenca de dois termos:
(a —b)* =a* — 2ab +b*.
P 17. Diferenca de dois quadrados:
a>—b*=(a+b) (a—0).
P 18. Quadrado da soma de trés termos:

(a+b+c)?=a*+ b+ + 2ab + 2ac + 2bc .

12



P 19. Cubo da soma de dois termos:

(a+b)* = a® + 3ab(a + b) + b° .
P 20. Cubo da diferenca de dois termos:

(a—b)* =a® - 3a®b+ 3ab® — b° .
P 21. Produto de Stevin:

(x+a) (x+b) =2+ (a+b)-v+ab.

1.2.5 Fatoracao Algébrica

Definicao 6. Fatorar um polinémio significa decompor em fatores comuns, transformando-
0 em produto.

Veremos agora alguns casos de fatoracao.

+ Fatoracéo por evidéncia: Quando os termos de um polinémio apresentam um
fator comum, podemos coloca-lo em evidéncia.

22% — 622 + 10z = (2z) - (z* — 3z + 5) onde 2z é o fator comum.

» Fatoracao de uma diferenca de quadrados:

a®>—b = a’*+ab—ab—V?
= a-(a+0b)—bla+b)
= (a—10) (a+Db)
 Fatoracdo de uma soma ou diferenca de cubos:

a®+ b = @+ 3a®b+ 3ab® — 3a®b — 3ab® + b?

Analogamente, podemos deduzir que a® — b* = (a — b) - (a® + ab + V?)
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1.2.6 Formula Quadratica

No Brasil, a férmula para resolver a equacao do 2° grau € conhecida como formula
de Bhaskara; entretanto, nao foi Bhaskara quem a descobriu. Segundo GARBI 2010,
o matamatico Sridhara ja usava esse método chamado de "completamento de qua-
dadrado”, atribuida na época dos babilénico no 2° milénio a.c, os quais ja resolviam
equagdes quadraticas. Sabe-se que somente com o matematico francés Frangois
Viete (1540-1603) passou-se a usar férmulas para obter as raizes de uma equacao do
2° grau. Essa formula sera essencial para apresentar a formula elementar de resol-
ver Radical Duplo abordada nos livros didaticos, como (ARAUJO, 2014) e (CAMINHA,
2013). Portanto, a forma deduzida para extragao das raizes da equacgao quadratica do

tipo az? + bz + ¢ = 0, denominada formula quadratica, sera demosntrada abaixo:

ar® +br+c=0

ar® +br = —c

4a(az’® + br) = —dac

4a’x* + dabr = —4ac

4a*x* + dabx + bv? = —4ac + b
(2ax + b)? = —4ac + b

vV (2az 4+ 1) = £V —4ac + b?
2ax + b = vV —4ac + b2

2ax = —b+ V/—4ac + b

—b+Vb? — 4dac
T = .
2a

Teorema 1: Dados =,y € R, se x +y = a € xy = b, entdo z € y sao raizes da equacao
k? —ak +b=0.

Demonstracao: Pelo teorema fundamental da algebra, = e y sdo as raizes que zeram
aequagdo: (k—z)(k—y) =0 k*—(z+y)k+zy=0.Dal,sexz+y=aezy=0»,

entdo, x e y sdo as raizes da equacgado k? — ak + b = 0, como se queria demonstrar.
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1.2.7 Radical Duplo

Definicdo 7. |'| Sdo radicais de expressées da forma a + ¢qv/b, onde a € R* e ¢,b € R*.

Exemplo 1: v/3+ 5
Exemplo 2: v/3v2 — 4

Definicao 8. Seja 0 Radical Duplo do tipo R=\/a + ¢v/b, com a,b,q € Q1 Vb ¢ QL
e sendo a + ¢v/b > 0. Dizemos que R é um Radical Duplo Direto quando existem z,

y € Q, comx >y, tais que, R=\/x + . /y.

A formula elementar abaixo foi desenvolvida pelo matematico Bhaskara para trans-

formar Radicais Duplos em soma ou diferenca de radicais simples:

a—+c a—c
+ Vb= +
YN i ]

ondeacQi,beQi ec=+va?—-be Q.

PNesse momento, iremos demonstrar esta formula elementar encontrada nos li-

vros didaticos do ensino fundamental.
Teorema 2: Seja R = \/a + ¢v/b, com a,b,q € Q*, Vb ¢ Q* e sendo a + ¢vb > 0. Se

R é um Radical Duplo Direto entao:

a—+c a—c
R = +
\/ 2 \/ 2 7’

onde ¢ = /a? — bg?> € Q%.

"Definicao baseada no artigo de (Gkioulekas, 2017)
8Definicdo baseada no artigo de (Gkioulekas, 2017)
9Demosntracéo baseada no artigo de (Gkioulekas, 2017)
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Demonstracao: Sejam =,y € Q% com x > y, temos que:

\/a:l:q\/g = Vrt.y
<)/aiQ\/5)g = (Vz+y)

atqVb = ()%)Z(j:?\/§~\/§—|—()</§)z
at @b = xk/lay+y

at+@?b = (x+y)+dzy

Como a,b,q € Q% e queremos que = € Q% e y € Q7, entao por comparagao:

a=T+Yy
q*b = 4ay.
Que equivale ao seguinte sistema:
r+y=a
q°b
Ty = —.
Y=
Dai, do[Teorema 1] temos que z e y sdo raizes da equagéo:
2h
1-k2—a'k+q?:0.

Cujas solugoes, pela formula quadratica, sao:

2
b
a+\/a2—4-1-q—

1
= e
v 2.1

2
q-b
—4/a?—4-1-—
a \/a 1

2-1 ’

y:

pois x > y.
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Dai, fazendo as devidas simplificacoes:

a++/a? — ¢*b
xr = e
2
a— a? — q?b
v= 2
Fazendo ¢ = \/a? — ¢*b teremos:

a—+c a—c
+ b= + .
\/a q\/— \/ 5 \/ 5

Observacao: Note que, se ¢ =1 entao, ¢ = Va2 — b.

Exemplo 2. ( RESOLUCAO 1. ) Simplifique o radical duplo v/5 + /24.
Resolucao:

A fim de utilizar o Teorema 2, tomamos: a = 5 e b = 24. Dai usando:

c=vVa%—->

temos:

c=vV52—24=+25—-24=1.

\/5+\/2_:\/5"2H+\/5;1:\/§+\/§.

Observou-se que, € possivel fazermos uma terceira definicdo de Radical Duplo.

Logo:

Definicao 9. Seja 0 Radical Duplo do tipo R= \/a + ¢v/b, com a € Q*, b,q € QL ,
Vb ¢ Q7, sendo a £ ¢vb > 0. Dizemos que R é um Radical Duplo Indireto, quando
existem x, y € Q*, com x > y, tais que R= Vb - (\/z + /).

Um teorema obtido desta definicao sera trabalhado no proximo capitulo, pelo qual
verificaremos os métodos de resolucao desse tipos de Radical Duplo Indireto.

Verificou-se que de fato é importante analisarmos primeiramente a natureza da
existéncia de condicoes do Radical Duplo, para que possamos com base nessas

andlise, trabalharmos os métodos de resolugdes. Percebemos apds ultilizar esta

19Definicdo baseada no artigo de (Gkioulekas, 2017)
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formula elementar, que € possivel minimizar alguns calculos, quando identificamos
algumas representacdes do Radical Duplo; entretanto, sera necessario desenvolver
outros métodos de resolucao, os quais serdao abordados nos préximos capitulos desse

trabalho.
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Capitulo 2

Metodologia da Pesquisa

2.1 Abordagem Metodoldgica

O propésito dessa pesquisa foi buscar uma metodologia de aprendizagem na qual
o estudante ao analisar a questao, tenha o entendimento do problema e visualize quais

os melhores métodos de aplicacoes para Radical Duplo.

A Metodologia, em um nivel aplicado, examina, descreve e avalia
métodos e técnicas de pesquisa que possibilitam a coleta e o proces-
samento de informagdes, visando ao encaminhamento e a resolugao
de problemas e/ou questdes de investigacao(PRODANOV; FREITAS,
2013, p.14).

A abordagem utilizada foi quantitativa e “tem o objetivo de mostrar dados, indica-
dores e tendéncias observaveis, ou produzir modelos tedricos abstratos com elevada
aplicabilidade pratica. Suas investigacdes evidenciam a regularidade dos fenémenos.”
(MINAYO, 2008 apud (GUERRA, 2014, p.10). Os modelos tedricos dos Radicais Du-
plos serao apresentados visando a resolugao de questoes de concursos e olimpiadas,
constituindo-se na aplicabilidade dos modelos.

Quanto a estratégia da investigacao de pesquisa utilizado do ponto de vista do
pesquisador foi a explicativa, conforme destaca (GIL, 2008, p.47) “Este € o tipo de
pesquisa que mais aprofunda o conhecimento da realidade, porque explica a razao, o
porqué das coisas. Por isso mesmo € o tipo mais complexo e delicado, ja que o risco
de cometer erros aumenta consideravelmente.”

Na apresentagcado e analise dos resultados foi desenvolvido todo o processo de

raciocinio légico envolvido nos métodos empiricos de resolugao para o Radical Duplo

19



como: soma e produto, completando quadrado, produto notavel, fatoracao, racionalizagao
e depois fizemos o calculo mediante a férmula elementar imediata, demonstrada por
alguns teoremas encontrados no artigo de Gkioulekas, 2017.

Quanto ao procedimento técnico, de maneira a auxiliar no entendimento do assunto
de Radical Duplo, buscou-se aprofundar o tema através de procedimento bibliografico,
usando alguns autores tais como: lezzi (2018), Gkioulekas (2017), Miller (2018) os
quais trabalharam mais afinco alguns topicos da algebra fundamental e Avila (2011) e
Gomes (2010) que contemplam as questoes de concursos e olimpiadas.

(IEZZI, 2013), (IEZZI, 2018) e (RUFINO, 2010) abordaram conceitos e técnicas
preliminares para o entendimento de resolugdo de Radical Duplo, (ARAUJO, 2014)
demonstrou alguns métodos elementares de resolucao, abordando questées mais ge-
neralizadas nos quais também (AVILA, 2011), (GOMES, [2010) e (CAMINHA, 2013)
apresentaram em seus livros problemas de olimpiadas e de concursos.

Buscou-se outras fontes de pesquisa desenvolvida por (GKIOULEKAS, [2017) em
seu artigo, o qual descreveu dois teoremas e definicdes nao encontrados nas litera-
turas brasileiras, analisando assim outros meios de demonstracao, representacao e

solugao de Radical Duplo.

2.2 Etapas da Pesquisa

12 etapa: Pesquisa bibliografica a partir das obras de lezzi (2013) e (2018), Gkiou-
lekas (2017), Aradjo (2014), Avila (2011), Gomes (2010) e Caminha (2013);

22 etapa: Elaboracdo das sec¢des da fundamentagao teédrica a partir da pesquisa
bibliografica inicial;

32 etapa: Analisar, apresentar e demonstrar os tipos e métodos de resolucao rela-
cionados ao Radical Duplo que sao cobrados nos concursos e olimpiadas;

42 etapa: Selecionar as questdes de concursos e olimpiadas sobre Radical Duplo;

52 etapa: Resolver as questoes selecionadas de concursos e olimpiadas, a luz dos
principios tedricos dos métodos de resolugao e a luz do raciocinio I6gico do enten-
dimento em decomposi¢cao dos numeros na forma de potenciagao, fatoracao, soma
ou produto das raizes, produtos notaveis etc., fazendo uso das identidades algébricas

abordadas.
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Capitulo 3

Métodos de Resolucao de Radical

Duplo

3.1 Meétodo para solucao de Radicais Diretos da forma

Va+Vb.

3.1.1 M1: Por Meio de Soma e Produto

Analisando o sistema de equacdes encontrado na demonstracao do teorema an-
terior (x +y = a; xy = 2), nota-se que as incognitas = e y podem ser rapidamente
determinadas a depender do valor dos coeficientes a e b do Radical Duplo, bastando
por vezes, pensar brevemente sobre os numeros que satisfazem o sistema citado, por

soma e produto.

Exemplo 2. (RESOLUGAO 2. ) Simplifique o radical duplo v/5 + /24.
Resolucao:
Para resolver este radical duplo fazemos, novamente, « = 5 e b = 24, resultando no

seguinte sistema:

T+y=2>5
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Que é equivalente a:
rT+y=2>
xy = 6.
Dai, buscando agilidade na solugao do problema, podemos pensar rapidamente em

dois numeros que somados resultam em 5 e multiplicados resultam em 6, facilmente

nos dando = = 3 e y = 2. Disso, decorre diretamente o resultado:

5+vV24=v3+V2.

3.1.2 M2: Por Meio de Produtos Notaveis

Para alguns tipos de radicais duplos & possivel utilizar produtos notaveis para a
sua solucao, normalmente exigindo que o aluno visualize uma expressao como um

quadrado ou cubo perfeito.

Exemplo 2. (RESOLUCAO 3. ) Simplifique o radical duplo v/5 + v/24.
Resolucao:
O radical dado pode ser manipulado utilizando, de modo complementar, a propriedade

[P 7| da radiciagao do seguinte modo:

5+v24 = \/5+V4-6
= \/5+V22.

= 5+)/2L?-\/6
= \/5+2V6

= \/3+2+2\/3-_2

= \/3+2\/3f2+2

= \/3+2-x/§-x/§+2

— J(V3) +2vE I (vE)

3

Pelo produto notavel podemos tomar na expressdo acima a = V3 e b = /2.



Disso temos:

5+@=\/(\/§)2+2-\/§-\/§+(\/§)2: (Va+va) = V34 V3.

3.2 Metodo para a resolucao de Radicais Indiretos da

forma \/a + Vb

Como haviamos comentado no Capitulo 1, iremos explorar a |Definicao 8| para
esse método de resolucdo, através do Teorema abaixo.

Teorema 3: Seja R=1/a + ¢v/b, com a € Q*, b, q € Q1. Vb ¢ Q7 esendo a + qV'b > 0.
Se R é um Radical Duplo Indireto, entao:

(
b+c qb—c
Ay
\/_< 5 + 5% ,sea >0
b+c gb—c
AV
\\/_< % 5% ,sea <0

Comc = /¢?b? — a?b € QF.

Demonstracdo: Como a + ¢v/b > 0, pois deve existir sua raiz real, e v/b > 0, entao

temos que qb + av/b > 0, existindo, portanto, sua raiz real. Dai, podemos escrever:

/ ~ Javb+avh-VE Javb+q(Vh)? 1
a+q\/5—\/ NG —\/—\/5

:%\/qlﬂ—a\/g.

Com o conhecimento de modulo de um numero real, pode-se utilizar a seguinte

igualdade:
—+/qb+|a|Vb, se a>0
1
%\/qb— la|v/b, se a < 0.

5

1
b+avh=
AR
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Dai, como |a| = Va?, chegamos na seguinte igualdade:

1 % gb+Va2b, se a>0
% qb + aVb = 1
% gb —Va?b, se a <.
Como ¢b € Q} e a’h € Q, podemos nesse momento utilizar o [Teorema 2, que nos
auxiliara resolver este novo Radical Duplo Direto, tomando ¢ = /(¢b)? — (a?b) =

q*b? — a?b, temos:

Para a > 0:
1 — “béi
7 gb+Va2b = 7F \/5< qb+\/_b)
B £ \/b—l—c qb—c
= 7 5
gb+c qb—c
- f(\/ Vo )
(3.2)
Para a < 0:
1 o Vo1 _
v = (- V)
- Vb gb+c qb — ¢
B %(\/ 2 \/ 2 )
4 gb+c qb —c
B fb(\/ 2b _\/ 2b >
(3.4)
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portanto, temos:

( . gb+c gb—c

\/5(\/ % —i-\/ 5 ), se a>0
A gb+c qb—c

\/5<\/ % \/ % ),sea<0,

R:\/a—l—qx/gz

onde c = /¢*V? — a?b € Q7.

M3. Utilizaremos o teorema anterior, para transformar Radicais Duplos Indiretos em

uma soma ou diferenca de redicais simples.

Exemplo 3. Simplifique o radical duplo v/ —84 + 67v/7
Resolucao:

Utilizando o teorema anterior temos: a = —84, ¢ = 67, b = 7, dai

c=+/672-72 — (=84)2- 7 = /219961 — 49392 = v/170569 = 413

e, portanto:

41 741
Y- \/67 7+413 \/67 72 3)

\/469 + 413 \/469 — 413
2
882 /56
2
28)

44

(21 2T

S e
~J ~J ~3 ~3 -3
N
—_ w
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Utilizando o método de Racionalizagao:

) - G (mea) -2 (2520)
B f(1—2\/_> 47(21—2\/7>
- 7 -
- (- ):W(¥—2)=W3ﬁ—2>-
Logo,

—84+67\F7:<*/7(3f7—2) — 3V — 27|,

3.3 Método de resolucio de expressoes do tipo v A + B+
A—+/B.

Adotando A, B € Q*, VB ¢ Q% e sendo A+ VB > 0.

M4.\/A+vVB++VA-B:
Chamando de F a expressao, pode-se elevar ao quadrado ambos os lados da ex-

pressao dada:

E = \/A+\/§i\/A—\/§
E? = (\/A+\/§i\/A—\/§>2

Utilizando os produtos notaveis[P 15/ou [P 16ho membro esquerdo da igualdade acima,
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temos:

E? = (\/A+\/§>Qi2-\/A+\/§-\/A—\/§+( A—\/E)2
B = A+VB+2\/(A+VB)A—B)+A— VB

B2 — 24+2. A2—<\/E>2

E*> = 24+2-V/A2—-B

B = 2<Ai\/m>

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da equacgao acima, temos:

E:\/Q(Ai\/m>-

Exemplo 4. (Princeton-2006) Simplifique /7 + 4v/3 + /7 — 41/3.
Resolucao:

Notemos inicialmente que:

E:\/7+4\/§+\/7—4\/§:\/7+\/E\/§+\/7—\/4_2\/§—>

E:\/7+\/W+\/7—\/42—-=\/7+\/W+\/7— 16-3 —
E=\7T+VB+\/7- Vi

Pelo teorema anterior: A =7 e B = 48. Dai:

E:\/2<7+m>:\/2(7+\/M):\/2(77+1)=\/1_6—>
[E=4]

3.4 Método de resolucio de expressoes do tipo v/ A + v B+
v A—+/B.

Adotando A, B € Q*, VB ¢ Q* e sendo A+ VB > 0.

M5. E=+vA++vVB++VA—+VB.

Pode-se elevar ao cubo os dois lados da equacéo citada e tomar « = VA+ VB e
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b= /A — /B. Dai, utilizando o produto notével temos:
E? = (a+0)® = d® + 3ab(a + b) + b°
Mas, como E = a + b, temos:
E3=(a+0b)°’=d*+3ab- E+1

3

E3_(3A+\/§>3+3(3A+\/§> <3A—\/§)-E+<3A—\/§)

E3:A+)/J§+3<’/<A+\/§) <A—\/§>-E+A—)ﬂ§

E® =24 +3¢/A2 - (\/§>2-E

E?—3VA2—B-E—24=0

Logo, para determinar E basta resolver a equacao do terceiro grau acima.

Exemplo 5. Seja E = v/10 + v/108 + v/10 — v/108. Prove que E € N,
Resolucao:

Utilizando a notagdo do método abordado acima, A = 10 e B = 108. Portanto temos

que E é uma das raizes da equacao:
E?—3v102—108-F—2-10=0 <
E?—3Y100—108-E—2-10=0 «

E?—3V-8-E—20=0<

EP+3.2E-20=0 ¢«

|E®+6E —20 =0
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O membro esquerdo da equacgao acima pode ser fatorado do seguinte modo:

E} +6E—20 = E®—2E?>+2E*>+6FE —20

= E*(E-2)+2(E*+3E—10)
= E*(E-2)+2(E*—-2E+5E—10)
= E*(E-2)+2[E(E-2)+5(E~-2)
= E*(E-2)+2(E-2)(E+5)

= (E-2)[E*+2(E+5)]

= (E—-2)(E*+2E+10)

Logo:
(E—2) (E*+2E+10) =0

Dai E—2=00u E?+2E +10 = 0.
Se £ —-2=0:

E-2=0—>E=2
Se £? + 2FE + 10 = 0: Calculando o discriminante da equagao quadratica, afim de
analisar a existéncia ou ndo de suas raizes reais, notamos que A =22 —4-1-10 < 0.
Dai a equacgao nao possui solugdes reais. Porém, como a raiz cubica de um numero
real sempre resulta em um real, o valor da expressao F deve ser um numero real.
Logo, o valor de £ ndo pode ser raiz da equagédo E? + 2E + 10 = 0.

Portanto, a Unica raiz que satisfaz o problema é:
E=2

Provando, assim, que £ € N7.
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Capitulo 4

Aplicacoes dos Méetodos de

Resolucao de Radical Duplo

Aplicacao 1. (AHSME-1970) O nimero v/3 + 2v/2 — v/3 — 2v/2 é igual a:

Resolucao:

Pode-se reescrever a expressao do seguinte modo:

E=\3+2/2-\3-2/3=\/3+Vi2-\3-Vi2

E:\/3+\/_—\/3—\/§

Dai, pode-se utilizar diretamente o método para resolver o problema. Temos,

entao, a = 3 e b = 8. Logo:

E:\/2<3—\/ﬂ)=\/2<3—\/T):\/2(3—1):\/2-2

E=2
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Resposta correta: Alternativa a)

Aplicacao 2. (Turquia-2009-Modificada) Determinando o valor de = = v/11 + /337 +
v/ 11 — /337, quanto vale % + 18z?

Resolucao:
Podemos utilizar o método [M 5] para solucionar o problema, deste modo, a = 11 e

b = 337. Dai x satisfaz a equacao:
2¥ —3v112 = 3370 —2-11 =0

3 — 33121 — 3372 — 22 =0
23 —3¢/-216—-22=0
2* —3.(—6)—22=0

23+ 182z —22=0

Disso, decorre diretamente que:

2%+ 18z = 22
| |

Aplicacao 3. (CN-2004-Modificada) Simplifique /49 + 201/6.
Resolucao:

Podemos reescrever a expressdo dada do seguinte modo: usando a propriedade [P 9

E = \/49 +20V/6 = “\/49 + 20v/6 = \/ /49 + 20V6

Pode-se entdo tomar E; = v/49 + 20v6 e E = 1/ /49 + 20v/6 = /E,. Reescrevendo

FE; do seguinte modo:

B, = /49 + 2016 = V49 + V20?6 = V49 + V3006 = 1/49 + v/2400

Podemos utilizar a [formula elementarfem £,. Com isso temos A = 49, B = 2400 e
C = /492 — 2400 = V2401 — 2400 = 1. Logo:

49 +1 49 — 1
E, =
1 \/ 5 +\/ 5
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50 48
By == 44—
! 5 TV 3

E1=\/2_5+\/ﬂ
E1:5+\/ﬁ

Com isso, temos que E = /5 + v/24, podendo ser determinado também pela
Deste modo, fazendo A’ = 5, B’ = 24 e C' = /52 — 24 = /25 — 24 = 1,

pode-se escrever:

Aplicagdo 4. (CN-1982) O valor de /10 + 6+/3 é:
a) 1+V7
b) 1+6
c) 1++5
d) 1++3
e) 1++2

Resolucao:
Para a resolugdo desse problema, pode-se utilizar o método [M 2| Podemos definir

FE =10+ 6+/3 e, com isso, reescrevemos E do seguinte modo:
E=10+6V3=14+9+3V3+3V3=1+3V3+9+3V3

E:13+3-1-\/§<1+\/§>+(\/§>3

Tomando a = 1 e b = /3, notamos diretamente que o produto notavel pode ser

utilizado:

E_13+3-1~\/§<1+\/§)+<\/§)3_(1+\/§>3
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O enunciado do problema pede /10 + 6v/3 = v/E, portanto:

S/E:\3/10+6\/§:)3/ <1+\/§)g_1+\/§
V10+6V3=1+V3

Resposta correta: Alternativa d)

Logo, temos que:

JVE+VVE-T
VVE—VVa+1

Aplicacao 5. (Vasconcelos, 2016) Determinando o valor de

JVE-VVI-1
VVE- Va1

a) 1

obtemos:

Resolucao:
Denominando E = \/(7@ + V2 —1-+v/V8— V2 — 1, temos que a expressio pedida

sera:

VU1 VBT U1 VRV

VB-VVEIHT J¥B-VVR+1 V- VVE 1
B E
VN

Afim de utilizar o método podemos considerar A = v/8 e B = /2 — 1, dai:

E:\/A+\/§—\/A—\/§
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Pelo método citado:

Pela propriedade [P 9| da radiciagdo, temos:

- L0 )

~ 2 :\‘*/E—\/\/é—(\@d)]

Utilizando a propriedade [P 7 da radiciagéo:

E = |2 :\“/é—\/\/ﬁ—(\/é—1>]

2:\‘75—\/\/71-\/§—<\/§—1>]

2:%—\/2¢§—(\/§—1)]

2(€/§—\/2\/§—\/§+1>
= \/2(6/_—\/E)
VRV

Logo:
JVE+VVI—1 JVB-VVE-1 B V2 VETE

VBT -Vl -Vl i
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VBRI BV
VB VVEr1 VB VVail

Resposta correta: Alternativa b)

V2

Aplicagdo 6. (CN-2003) Se a = \/4— /10 +2v5 e b = /4 + /10 1 2v/5, entdo

a+ b éigual a:

a) V10

e) vV5+1

Resolucao:

Tomando A =4 e B = 10 + 21/5 a expressdo pedida fica do seguinte modo:

a+b:\/A—\/§+\/A+\/§:\/A+\/§+\/A—\/§

Podendo-se utilizar, portanto, o método para simplificar a expressao dada:

a+b = \/2<A+\/M)

_ Jz 4+\/42—(10+2\/5)]
— \/2<4+\/16—10—2\/§)
RN

Pode-se utilizar o método @ para resolver o radical /6 — 2/5:

\V6—2v5 = \/5—-2V/5+1

= \/5—2-\/5-1+1
= \/<\/3)2—2-\/5-1+12
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Pelo produto notavel temos:

\/(\/3)2—24/3-14@2 - (x/5—1)

Dai:

a+b =

Podemos utilizar novamente o métodol@l para resolver o radical v/6 4 2/5:
V6+2vV5 = \/5+2vV5+1
= \/5 +2-V5- 141
2
= \/(\/5) +2-v5-1+12

Utilizando o produto notavel [P 15|

\/<\/3>2+2-\/3-1+12 = <\/5+1)Z
= V5+1

Logo:
a+b=16+2V5=v5+1

la+b=v5+1

Resposta correta: Alternativa e)

Aplicacao 7. (IME-2015) Encontre as solugdes reais da equacao:

\/x+\/m+\/x—\/4x—4:\/x+3
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Resolucao:

E necessario inicialmente verificar as condicdes de existéncia da raiz quadratica:
’

4r—4>0 (1)

r+3>0 (2)

r++4ir—4>0 (3)

(v —ViAr —4>0 (4).

Pela inequagao (1):

dr—4>0+<2—-1>20«

E facil verificar que, obedecida a inequagao (5), a inequacao (2) é satisfeita.

Para a inequagao (3) pode-se notar que a inequagao (5) implica que:
x>0
Como, pela definicdo de raiz quadratica, v/4x — 4 > 0, temos que:
r+Vidr—4>0

Sendo, portanto, a inequagao (3) satisfeita para todo = > 1

Da inequagéo (4):

r—+Vi4r—4 > 0«
Tz > dr—4
Como z > 0:
22 > dr—4 &
?—dr+4 > 0
2 —=2-2-24+22 > 0

Pelo produto notavel [P 16}

2 —2.20-24+2%= (v —2)°
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Dai:

(r—2)2>0
Mas, pela definicdo do quadrado de um numero real, a equagao acima é satisfeita
para todo = € R.
Logo, nota-se que as condigdes de existéncia sao totalmente satisfeitas para todo
=1
Podemos reescrever o lado esquerdo da equacgao dada tomando A = x € B = 4x — 4,

deste modo:

Vot Vi —d+e—vir—d=\A+VB+\A-VEB

Dai, podemos utilizar o método para simplificar o lado esquerdo da equagao:

Y vy Y Y vy \/2(A+m)
- \/ 455—4)}
_ \/2 x 4x+4>
V2l

2 (r 4V -2z 2+22>

Pelo produto notavel temos:

\/2<x+\/x2—2-x-2+22 \/2 33—2))

Do conhecimento de fungao modular:

\ o+ VaAr — 44/ 4r — —\/ :U+ (x —2 ) V2 (z + |z —2|)

Portanto, substituindo o resultado acima na equacao dada:

V2(@+lr—2) = Vo+3
2+ |z —2]) = z+3

20 +2x—2| = z+3

Pela definicao de mddulo de um nimero real temos dois casos a considerar:

Para z > 2:
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Neste caso:

r—=2>0¢|z—-2|=x—-2
Dai:
2r +2|x — 2| =2+ 2 (x — 2)
Deste modo, substituindo na equagcao modular:

2r4+2(x—2) = z+3

20 +2x—4 = x+3

3r = 7
s = 1
3
7 . - oA 7 .
Como 3 > 1, satisfazendo as condi¢Oes de existéncia, e 3 > 2, satisfazendo a
- . 71, .
condi¢ao da equagao modular, |z = 3 é solucao.
Para r < 2:
Neste caso:
r—2<0e|lz-2=—(r—-2)=2—x
Dai:

20 +2r—2|=2x+2(2—1x)
Fazendo a substituicdo na equacao modular:
2 +22—-2) = x+3

20 +4—-2x = x+3

r = 1

Como 1 > 1, satisfazendo as condicoes de existéncia, e 1 < 2, satisfazendo a condicao

da equacéo modular, é solugao.
Deste modo, sendo S 0 conjunto solugao da equagao dada, temos que:

(]

Aplicacdo 8. (IME-2002/2003) Demonstre que /20 + 14v2 + v/20 — 14y/2 é um
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namero inteiro e multiplo de 4.

Resolucao:

Podemos tomar E = /20 + 14v/2 + /20 — 14v/2 e, utilizando as propriedades e
[P 7| da radiciacao, pode-se reescrever a expressao E:

E = {/20+14\/§+\3/20—14\/§
- {’/20+\/E\/§+€/20—\/@\/§
= {/20+ V196v2 + (/20 — V962
— {’/20+\/1967-2+§‘/20—\/1967-2
- {’/20+\/39_2+\3/20—\/@

Dai, tomando A = 20 e B = 392, podemos escrever E do seguinte modo:

E = {/20+ 392 + {/20 — v/392 = A+ VB+{/A-VE
Logo, através do método de resolugéo[M 5| temos que E é uma raiz da equagéo:
E?—3VA2-B.-E—-2A=0
Substituindo os valores de A e B na equagao acima:

E?—3v202-392-F—2-20 = 0
E? —3V/400 -392-E—40 = 0
E?—3V8-E—40 = 0
E3—3.2.E—40 = 0

E*—6E —40 = 0
O membro esquerdo da equacgao acima pode ser fatorado do seguinte modo:

E3—6FE—40 = 0

E? +4F%* —4AE? + 10E —10E —6E —40 = 0
E3 +4FE* +10E —4FE?> —16E—40 = 0
E(E? 4+ 4E +10) — 4(E? +4E +10) = 0

(E—4)(E* +4E+10) = 0
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Deste modo £ — 4 =0ou E2? +4FE + 10 = 0.
SeF—4=0:
F—-—4=0—-FE=14

Se E? + 4F + 10 = 0: Calculando o determinante da equagao quadratica, nota-se que
o0 seu discriminante € menor que zero (A =42 —4-1-10 < 0). Deste modo, a equagao
nao possui raizes reais. Mas, como a raiz cubica de um numero real resulta também
em um numero real, o valor de E deve ser real. Logo £ nao pode ser raiz da equagao
E? +4E +10=0.

Com isso, a Unica possibilidade de solugao é:
E=1

Demonstrando, assim, que E é um numero inteiro e multiplo de 4.

1 1
Aplicacao 9. (IRA-1989) Mostre que (n + v/n? + 1)5 + (n—Vn?+ 1)5 é um inteiro
iy m (m? + 3) L .
positivo se n = — 5 para algum m inteiro positivo.
Resolucao:

1 1
Definindo m = (n + vn? + 1) 34 (n —vn?+ 1)5 e com o conhecimento de radicia¢éo

podemos reescrever a expressao dada do seguinte modo:

1 1
m = <n+\/n2+1>3 + <n—\/n2+1)3 = </n+\/n2+1+€/n—\/n2+1
Na expressao reescrita, podemos definir A = n e B = n? + 1 e substituir em m:

m=n V14—V T1={A+VB+i/A-VB

Nota-se entédo que é possivel utilizar o método de resolugéo para resolver o pro-

blema. Nesse sentido, sabe-se que m deve ser uma raiz da equacao:

m3 —3vVA2—B-m—2A=0
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Substituindo os valores de A e B:

m* —3Yn2—m2+1)-m—2n = 0
m?—3Vn2—n2—1-m—2n = 0
m* —3v—1-m—2n = 0
m?*—3-(—=1)-m—2n = 0

m>+3m—2n = 0

Podemos isolar o n na equacao acima:

on = m>+3m
m? + 3m
n = ———
2
2
3
. m(m2+ )

1 1
Mas, pelo enunciado, sendo a expressdo m = (n++vn? +1)3 + (n—v/n?>+1)3 um

inteiro positivo, existe um inteiro positivo (0 proprio resultado da expressao dada, ou

seja, m) tal que:
m (m? + 3)
2

n =

Mostrando, assim, o que foi pedido.

Aplicacao 10. (IMO-Longlist-1988-Modificada) Calcule o valor de = em:

(114 6v2) - V11 —6v2 — (11 — 6v/2) - V11 + 62
(VVB+2+VB=2) + (VG +1)

Resolucao:
Podemos inicialmente definir M = (\/\/3 +24 V5 — 2) - ( V5 + 1). Podemos

utilizar a definicao de radiciagao no dividendo do nimero M para o reescrever:

M = (\/x/5+2+\/\/3—2)+<m)
M = (\/\/§+\/§+\/¢5—@)+(m>
M= (wg+¢z+¢f_ﬂ)+(ﬁ)
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Dai, utilizando o método de resolucao no dividendo de M, podemos simplifica-lo

do seguinte modo:

M:W
M = <f+\/5T>(\/5+1>

M = 2(\/5+ﬁ)+< ¢5+1)

M = 2(\/5+1>+(\/E)

Podemos utilizar a propriedade [P 11] da radiciagao para simplificar a expresséo:

M = 2(\/5+1>+(\/E>
M = {\/5 +1) }+ m

M = V2

+\F+\/f—f) ( ¢5+1)

<%>¢_4 +( \/5+1)

Podemos tomar N = (11 + 6v/2) - v/11 — 6v/2 — (11 — 6v/2) - v/11 4 61/2. Utilizando a
observagéo [0 2 da radiciagéo e observando que 11 + 6v/2 = |11 + 6v/2| e 11 — 6v/2 =

|11 — 6+/2| podemos reescrever N do seguinte modo:

N = (11+6\/§>-\/11—6\/_—(11—6\/§>-\/11+6\/§
N = [1146V2]-\/11 —6v2 — |11 —6v2|-\/11 + 6v2
N = \/<11+6\/§)2-\/11—6\/_—\/(11—6\/§)Q~\/11+6\/§

N = \/11+6\/§-\/11+6\/§-\/11—6\/§—\/11—6\/5-\/11—6\/5-\/11+6\/§
N = \/11+6\/§-\/11—6\/§-(\/11+6\/_—\/11—6\/§>
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Utilizando o produto notavel [P 17} a propriedade [P 3|da potenciacdo e a propriedade

[P 7|da radiciag&o nos dois primeiros fatores da expresséo acima:
N = \/11+6\/§~\/11—6\/§~<\/11+6\/§—\/11—6\/§)
N = \/(11+6\/§)-(11—6\/§) (\/11+6\/_—\/11—6\/§>
N = \/112—(6\/5)2(\/m—M)
N = \/121—62»/5%(@—@)
N = m(\/nwxf—\/n—esﬁ)
N = m(\/11+6f—\/11—6¢§>
N = \/E<\/11+6\/§—\/11—6\/§)
N = 7(\/11+6\/§—\/11—6\/§)

Utilizando a observagao [0 2| e a propriedade da radiciagéo, podemos reescrever

N do seguinte modo:
N =7 \/11+6\/§—\/11—6\/§>
Vi1 VERva - \/11—@\/5)

(
(
N = 7(\/11+\/62—-—\/11—\/62—-2)
(
(

N =7

N =7 \/11+\/36—-—\/11—\/36—-2)

N =7 \/11+\/7_—\/11—\/ﬁ>
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Pela forma do segundo fator da expressao de N, nota-se que é possivel utilizar o

método de resolugao para simplifica-la:

N = 7<\/11+\/7_—\/11—\/i)

N = 7\/2<11— 112—72)
N = 7y/2(11- VI - 72)
N = 7 2(11—@)
N = 7-y201-7)
N = 7-v/2.4
N = 7-v/2-V4
N = 7-v2.2
N = 14-2
Dai, sendo = = % temos:
_ N
SV
14-)/5
Tr =
§v)

Temos, portanto, a resposta para o problema:
=14

Questao boa hen! porém trabalhosa.

Aplicacédo 11. (Stanford-2008) Simplifique {

Resolucao:
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3/ 177 + 45

1 e reescrever a r da seguinte forma:

. 3| 17TV/T + 45
N 4

o ilz (17\ﬁ+45>
- 5 =

. C/2 (17V/7 4 45)

Podemos tomar z =

W

2.4
51 344/7 + 90

T = S

8

Utilizando a propriedade [P 7|da radiciagdo:

_ [34VT+90

8
V347 + 90
/8
v/ 344/7 + 90
2

Para simplificar o numerador de z, pode-se utilizar o método de resolugéo [M 2] no-

tando que o radicando pode ser reescrito utilizando o produto notavel [P 19}

. V/34V/7 + 90
N 2
. VTVT 463+ 27V/T + 27
B 2
. VTVT+3-3-7T+3-3-3-V7+27
B 2
L VT VT VT43-3 VT VT+43:3-V7-3+3:3:3
B 2
YWD 433 VT (VT+3)+3°
€T =
2
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Pelo produto notavel citado:

f/(ﬁ)3+3~3-ﬁ(ﬁ+3)+33
2

V (V7 +3)°
2

Deste modo, temos a expressao simplificada de z:

V743
2

T

VVE+2+VVE-2

Aplicacao 12. (AHSME-1976) Se N =
V5 +1

3 —2v/2,entdo N é

igual a:
a) 1

b) 2v2 -1

e) NDA

Resolucao:
Denominando por M a primeira parcela da expressao dada no enunciado e utilizando

a propriedade [P 6|da radiciagdo, podemos reescrever M do seguinte modo:

oo V24 V-2
V5+1
oo YV EVZ2 VeV
V5+1
v YVEEVIEVVE -V
V5 +1

47



Pela expressao de M, podemos notar que o método de resolugao pode ser utili-

zado para simplificar o numerador da fragao:

VVE+VA+VVE— V4

" Il
J? V5 + (/3)%—4]
M =
V5 +1
. V2 (VB +VE—1)
- VE+1
o 2 (V5+1)
VB
2(V5+1)
M = X 7
V541
Podemos utilizar a propriedade [P 7| para simplificar M
o 2- (V5 +1)
VB
oo V2 T1
NS
M = V2

Para a segunda parcela da expressao do enunciado, denominando-a por P, podemos

a principio reescrevé-la utilizando as propriedades [P 7| e [P 6/da radiciacéo:

— \/3-2V2

%
S

oA v B o B o B
I I Il
w | W | W
[ R
55
Lo
[\
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Dai, nota-se que a forma reescrita de P pode ser simplificada utilizando a
para a solugdo de radicais duplos:

P = /3-8
o 3+32-38 3-32-38
- 2 B 2
o 3+0-3 3—v9-38
- 2 B 2
b [3EV1 [3-V1
n 2 2
p - g3+t 3=t
2 2
_ 42
Va2 V32
= V2-V1
P = V2-1

Dai, sendo N = M — P, podemos encontrar a expressao pedida:

N = M-P
N o= V2-(V2-1)
N = 3 -3+1

Chegamos, enfim, a resposta para o problema:
N=1

Resposta correta: Alternativa a)

Aplicacao 13. (CPCAR) Transformar o radical Va2 + b+ 2av/b numa soma de ra-
dicais simples.

Resolucao:

O problema pode ser resolvido de modo imediato utilizando-se o método de resolucao
[M 2] Para isto, basta reescrever a expressao dada utilizando a propriedade [P 6| e

utilizar o produto notavel para resolver o radical duplo. Assim, denominando a
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expressao dada por x, temos:

r = \/a2+b+2a\/5
r = \/@2—1-(\/(_))2—1—2@\/5

r = \/a2+2a\/l_)+ (\/1_?>2

Pelo produto notavel citado:

r = \/a2+2a\/l_7+<\/5>2
r = <a—|—\/1—7>2

Temos, portanto, a resposta para o problema:

x:a+\/?_)

Aplicacao 14. (CN-2011) O numero real V26 — 15v/3 é igual a:
a) 5—+/3

b) V7—4V3

c) 3—2

d) V13-3V3

e) 2

Resolucao:
Podemos tomar = = /26 — 15v/3 e elevar a expressao de z ao quadrado:

22 = (\3/26—15\/3)2

Utilizando a propriedade [P 8 da radiciagéo:

2 = (\3/26 - 15\/§)2
P2 = \3/(26 - 15\/5)2
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Podemos utilizar o produto notavel para desenvolver a expressao acima:

P2 = \3/(26 - 15\/3)2

2
2 = \3/262—2-26-15\/§+ (15\/§>

2 = /1351 — 780V/3

Reescrevendo a expressao:

2 = ‘\"‘/ 343 + 1008 — 192v/3 — 588V/3

P’ = {’/343—588\/§+1008—192\/§
2 = §/73—3-72'4\/§+3~7-(4\/§)2—(4\/5)3

Pelo produto notavel podemos simplificar x:

2 = §/73—3-72-4¢§+3-7-(4¢§>2— (4\/3)3

= (7—4\/§)3
2 = T-4V3

Como 26 — 15v/3 > 0, o valor de = deve ser positivo. Logo, podemos encontrar a

expressao final para z:

T = 7—4\/§

Resposta correta: Alternativa b)

~ . Lo 1 .
Aplicacao 15. (CMRJ-2014) O numero irracional ——— é igual a:
49 +20v/6

a) V7-+2
b) V3++V2
c) V7—2
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Resolucao:
Podemos inicialmente definir por = a expressdo dada. Dai, utilizando a propriedade [P|

[9] da radiciagdo podemos reescrever = do seguinte modo:

1

/49 + 201/6
1

/49 + 206

1

Tr =

Tr =

49 + 201/6

Tomando m = /49 + 20/6 podemos escrever = em termos de m:

Pode-se utilizar as propriedade [P 6] e [P 7|da radiciacdo e a[férmula elementarjem m
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para simplifica-lo:

ST

49 + 206
m = 49—1—\/@
49 + /400
m = /49 + V400 -6
m = 49—1—\/%
49+¢m+\/49_m
2 2

=

3
Il
:|

2

2

49 + 1 \/49—1
+ 2

49 ++/1 \/49—ﬁ
e

\/49 + /2401 — 2400 \/49 —4/2401 — 2400
m = + 5

2
/50+ /48
m = — —
2 2

m = V25+24
m:5—|—\/ﬂ

Substituindo o valor simplificado de m em x:

1

Jm
1
r = —FV—
VH+ V24
Pode-se racionalizar a expressao de = multiplicando o numerador e o denominador da
fragao por /5 — v/24:
1
A ——
D+ V24
5—1V24

(Vo) (o)
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Utilizando o produto notavel [P 17] podemos simplificar x:

r = 5—@
. 5+v52—24  [5-B2—2
N 2 2
~ [5+/25—24 5— /25 — 24
v 2 2
\/5+\/T 5—+/1
r = -
2 2

Chegamos, portanto, na resposta para o problema:

r=vV3-V2

Resposta correta: Alternativa e)
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Consideracoes Finais

A ideia central desta pesquisa foi produzir outros métodos de resolucao de Radical
Duplo além da férmula elementar apresentada nos livros didaticos, fazendo uso de
ferramentas elementares como fatoragao, produtos notaveis, racionalizagao e concen-
trando -os em aplicacoes de questdes de concurso e olimpiadas de matematica.

Observou-se que a férmula elementar apresentada nos livros ndo era aplicavel
a questdes mais complexas, exigindo um conhecimento empirico dos alunos nas
resolucoes. Embora esse conteludo nao seja abordado com detalhes no ensino fun-
damental, mas é util apresentar outros métodos a fim de simplificar as resolucoes e
expandir um novo conhecimento de estudo dos Radicais Duplos.

Entretanto, € importante observar que o estudo de Radical Duplo pode ser as-
sociado a outros conjuntos, como dos nimeros complexos, além de aplicagbes em
problemas da geometria plana, dando uma outra extensao de pesquisa para futuros
alunos que queiram dar continuidade na proposta da pesquisa, e abordando outros

métodos de resolucao e aplicacao.
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