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RESUMO

Esta pesquisa foi elaborada com o objetivo de utilizar meios aritméticos para se
estudar, e provar propriedades da sequéncia de Fibonacci, propriedades essas, que
foram descritas ao longo do tempo por matematicos do mundo todo. Sera dado
enfoque ao contexto histérico para que se possa compreender de onde surgiu tal
sequéncia apresentada, e também a teoria aritmética dos nimeros, para que assim
se efetivasse a proposta sugerida. Nao menos importante, dedicaremos também uma
secdo ao matematico Edouard Lucas, que foi responsavel pela popularizacdo da
sequéncia Fibonacci tendo hoje, como homenagem, sua propria sequéncia que, como
veremos no decorrer deste trabalho, esta diretamente relacionada com a sequéncia
de Fibonacci. Para a fundamentacdo desta pesquisa, buscamos livros, artigos,
publicacdes de pds graduacao, e os principais autores sédo; Bruno A. e Silva, Edgard
de A. Filho, Thomas Koshy, e Kenneth H. Rosen.

Palavras-Chave: Teoria dos numeros. Sequéncia de Fibonacci. Sequéncia de Lucas.
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INTRODUCAO

Em 1202 Leonardo de Pisa (c. 1170 - c. 1250), importante matemético Italiano,
conhecido como Fibonacci, publicou seu livro, intitulado “Liber Abaci”’, no qual
introduzia o conhecimento sobre o sistema de numeracgao hindu — arabico na Europa.

Além de discutir aritmética e algebra, em sua obra, Leonardo Fibonacci propde
alguns problemas, em que se destaca o interessante problema sobre reproducao de
coelhos, nele, trata a respeito do crescimento populacional hipotético de coelhos
(SILVA, 2017).

A andlise realizada a partir desse problema culminou no que se conhece hoje
como Sequéncia de Fibonacci, denominada assim pelo matematico francés Edouard
Lucas (1842 — 1891) como aponta os estudos realizados por Koshy (2001). A
Sequéncia de Fibonacci foi estudada por muitos matematicos ao longo da historia,
com isso, conjecturas foram fundamentadas, e algumas propriedades aritméticas
descritas.

Esta pesquisa visa contribuir com a formacgao de estudantes da graduacédo em
Matematica, podendo ser usada como ferramenta de suporte para compreensao de
sequéncias de numeros inteiros e estudos mais especificos envolvendo teoria
aritmética dos numeros.

O presente estudo possui como objetivo geral; demonstrar por meio da teoria
dos numeros, algumas propriedades aritméticas da sequéncia de Fibonacci. Como
objetivos especificos, propde-se; mostrar algumas ferramentas matematicas da teoria
dos numeros que permitem demonstraces de relacdes existentes entre 0s inteiros.
Outro objetivo €é; descrever as propriedades da sequéncia de Fibonacci e por fim,
determinar relacdes existentes entre os termos da sequéncia de Fibonacci e a
sequéncia de Lucas.

No capitulo 1 apresenta-se o contexto histérico que levou a conjectura da
sequéncia de Fibonacci, posteriormente sera mostrado conceitos da teoria aritmética
dos numeros gque serdo o aporte para a aplicacdo na sequéncia estudada.

O capitulo 2 traz as propriedades que regem a sequéncia de Fibonacci, neste
capitulo poderemos ver a aplica¢do do algoritmo de Euclides, utilizacdo dos conceitos
de divisibilidade, tudo por meio de demonstracdes das propriedades descritas neste

capitulo.



O capitulo 3 é dedicado ao matematico Edouard Lucas, ja que foi ele quem
popularizou a sequéncia de Fibonacci e fez grandes estudos relacionado a sequéncia,
tanto que hoje ha uma que carrega seu nome, € com isso, serd mostrado que existem

relacdes entre os termos das sequéncias de Fibonacci e de Lucas.



Capitulo 1

1.1 Aspectos Histéricos — Leonardo Fibonacci.

Leonardo Fibonacci foi um iconico matemético italiano da idade média, Filho de
Guglielmo Bonacci representante financeiro de Pisa, viveu parte de sua juventude no
norte da Africa e acumulou conhecimento sobre aritmética e algebra durante suas
viagens a Constantinopla, Franca, Roma, Siria e Egito, viagens essas provenientes
da sua vida mercantil (POSAMANTIER; LEHMANN, 2007). Dedicou-se ao estudo do
sistema de numeracédo arabe, pois tomou ciéncia da superioridade do sistema hindu-
arabico em relacdo ao sistema de numeracdo romana entdo utilizada na Italia. Ao
retornar para a cidade de Pisa, Fibonacci publicou o livro “Liber Abaci” (O livro do
célculo ou O livro do Abaco), com o intuito de divulgar os algarismos hindus-arabicos
pela Europa, Koshy (2001, p.1 e 2) argumenta que: “Na verdade, Fibonacci demostrou
neste livro o poder do sistema hindu-arabico de forma mais vigorosa do que em
qualquer outro trabalho matematico até aquele momento”.

Em seu livro “Liber Abaci”, Fibonacci apresentou as nove figuras hindus 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8,9 etambém a figura 0, chamada pelos hindus de “zephyrum”. Escreveu
sobre contetidos de Aritmética e Algebra elementar, além de diversas situacdes
problemas que retratavam até mesmo situacdes do cotidiano, dentre os mais diversos
problemas propostos, destaca-se o famoso problema com coelhos.

Embora muito renomado na Matematica mas pouco conhecido por suas obras,
Fibonacci contribuiu com estudos sobre amplas areas da Matematica, deixando
algumas obras como legado, publicado em 1220 o livro “Practica Geometriae” (Pratica
da Geometria), o livro “Flos” (Flor ou Florescer) datada de 1225 juntamente com o livro
“Liber Quadratorum” (O livro dos numeros quadrados), obras majestosas estas
escritas por Leonardo Fibonacci, o que Ihe deu mérito a ser considerado um renomado

tedrico dos numeros (EVES, 2011).
1.2 O problemacom coelhos.?

Proposto por Fibonacci, o problema envolvendo coelhos consiste na

observacéo da reproducdo de um casal de coelhos (macho e fémea) no periodo de

1 (SILVA, 2017)
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um ano, é de interesse descobrir a quantidade de coelhos que ira ser gerada neste

intervalo de tempo, para isso, devemos considerar algumas condic¢des iniciais:

a) Cada casal recém-nascido demora 1 més para atingirem a maturidade
sexual, e assim, se reproduzirem no més seguinte.

b) Apos a maturidade sexual, a cada inicio de més os coelhos se reproduzem
gerando um novo par de coelhos (macho e fémea), este novo par de coelhos
gerados atendem aos critérios de (a).

c) Os coelhos nunca morrem.

Ao analisarmos os critérios para a reproducdo dos coelhos, podemos

determinar o seguinte comportamento:

Inicialmente temos um casal de coelhos recém-nascidos;

No segundo més, teremos o mesmo casal de coelhos agora maduros
sexualmente e capaz de reproduzir;

No terceiro més o casal adulto gera um novo casal de coelhos, entdo recém-
nascidos;

No quarto més, o casal ja adulto gera mais um casal de coelhos recém-
nascidos, e os coelhos nascidos no més 3 atingem sua maturidade sexual,
totalizando assim 2 casais de coelhos adultos e 1 casal recém-nascido;

No quinto més, os 2 casais adultos geram mais 2 casais de coelhos recém-
nascidos e o par de coelhos nascidos no més 4 atinge sua maturidade sexual,
logo temos 3 casais de coelhos adultos e 2 casais recém-nascidos;

Para uma melhor compreenséo podemos verificar o crescimento populacional

de coelhos no decorrer de um ano seguindo a tabela 1.

Ao seguir esse padrdo proposto por Fibonacci, a cada més teremos valores

respectivos a quantidade de coelhos sendo a soma de coelhos recém-nascidos com

os adultos. E ao término de um ano podemos definir a quantidade total de coelhos no

cercado, 0os numeros encontrados foram:

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,144 e 233)

Nota-se que no 12° més havera um total 233 casais de coelhos, além disso, 0s

nameros que compdes este conjunto intitula-se de numeros de Fibonacci, e a

sequéncia formada por eles é a sequéncia de Fibonacci, assim chamada pela primeira

vez no século XIX pelo matematico francés Edouard Lucas (KOSHY, 2001).
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TABELA 1 - POPULACAO DE COELHOS

Casais de Coelhos Casais de coelhos  Quantidade total
recém-nascidos

adultos de coelhos
Janeiro 1 0 1
Fevereiro 0 1 1
Margo 1 1 2
Abril 1 2 3
Maio 2 3 5
Junho 3 5 8
Julho 5 8 13
Agosto 8 13 21
Setembro 13 21 34
Outubro 21 34 55
Novembro 34 55 89
Dezembro 55 89 144
Janeiro 89 144 233

Fonte: (Do Autor, 2022)

1.3 A Sequéncia de Fibonacci.

Como foi descrito, a sequéncia de Fibonacci tem seus termos iniciais
ordenados seguindo um determinado padrdo, com isso, Posamantier e Lehmann
(2007, p. 26) determinam que: “Cada numero da sequéncia (ap0s os dois primeiros)
€ a soma dos dois numeros anteriores. A sequéncia pode ser escrita de forma
recursiva”’. Alguns numeros iniciais de Fibonacci podem ser conferidos na tabela 2.

TABELA 2 — OS 29 PRIMEIROS NUMEROS DE FIBONACCI

Fo=0 F, =8 F,, = 144 F,g = 2.584 F,, = 46.368
F,=1 F, =13 F5 =233 F,o = 4.181 F,s = 75.025
F,=1 Fy =21 F,, =377 F,o = 6.765 F,e = 121.393
F3=2 Fo = 34 Fis = 610 F,, = 10.946 F,, = 196.418
F,=3  F,=55 F,, = 987 F,, = 17.711 F,e = 317.811
Fs=5 F,=89 F,, = 1.597 F,s = 28.657 Fyo = 514.229

Fonte: (Do Autor, 2022)
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Definicdo 1.1 - (KOSHY, 2001) A sequéncia de Fibonacci pode ser descrita
formalmente utilizando as condi¢des iniciais em que o primeiro termo F, =0, e 0
segundo termo F; = 1, com isto, para a obtencdo dos termos subsequente até o n-
ésimo, utiliza-se a recorréncia descrita para n > 2 da seguinte forma:
Fy=0,F, =1
Fy=Fyp 1+ F (1.1)

Nota-se que a utilizacao de diferentes condic¢des iniciais gera um vasto acervo
de sequéncias distintas, Koshy (2001, p. 6) destaca que: “A sequéncia de Fibonacci e
a sequéncia de Lucas sdo as duas estrelas brilhantes na grande variedade de
sequéncias inteiras”.

A sequéncia de Lucas, descrita por L,, pode ser obtida de forma recursiva
semelhante a de Fibonacci, entretanto, a sua conjectura parte da condic¢ao inicial que
Lyo=2el; =1, comisso, seu n-ésimo termo é obtido por:

L,=L,_4+ L, paran = 2. (1.2)

Ao analisarmos a recorréncia e a descricdo dos numeros de Lucas, notamos a
fascinante sequéncia que € gerada, visto que, embora muito parecida com a de
Fibonacci, cada uma carrega seu mérito e particularidades, a seguir na tabela 3

poderemos observar os 39 primeiros numeros da sequéncia de Lucas.

TABELA 3 - OS 39 PRIMEIROS NUMEROS DE LUCAS

Ly =2 Lg = 47 L, = 2.207 L,, = 103.682 Ls, = 4.870.847
L, =1 Lo =76 L,, = 3.571 Ly = 167.761 Ls; = 7.881.196
L, =3 L, =123 Lig = 5.778 Ly = 271.443 Ls, = 12.752.043
L;=4 L;; =199 Ly, =9.349 Ly, = 439.204 Lss = 20.633.239

Ly=7 L;,=322 Ly =15.127 L,g = 710.647 Lsg = 33.385.282

Ls=11 L;;=521 L, =24476 Ly, =1.149.851  L,, = 54.018.521

Lg=18 L, =843 L,, =39.603 Liy = 1.860.498  L,g = 87.403.803

L, =29 L;s=1364 L,;=64.079 Lz; =3.010.349  Lso = 141.422.324
Fonte: (Do Autor, 2022)
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1.4 A importancia dateoria dos numeros.

A teoria dos numeros traz como centro de seu estudo as relacdes e
propriedades que regem 0s numeros, em particular o conjunto dos inteiros, Santos
(1998, p.2) destaca ainda que a teoria dos nimeros se divide em trés ramos: Teoria
Elementar, Teoria Analitica e Algébrica.

Do ponto de vista historico, ha de ressaltar a importancia dos estudos
realizados na Grécia pelos pitagoricos, que analisaram as relacdes existentes entre
0s numeros que hoje denominamos como “teoria dos numeros”. Para os Gregos a
parte relacionada a propriedades dos numeros era visto como aritmética, bem
destinada aos matematicos e filésofos, outra parte do estudo dos numeros era a
logistica, que implicava na utilizacdo desses conhecimentos para a realizagdo de
calculos com 0os numeros inteiros, ja destinados mais amplamente aos comerciantes
(GROENWALD; SAUER e FRANKE, 2005).

Vale destacar também a contribuicdo de Euclides de Alexandria, que em sua
colegao “Os elementos”, grande referéncia para o estudo da Matematica, dedicou 4
volumes ao estudo de teoria dos numeros, no qual enuncia axiomas, teoremas e
demonstracdes matematicas de suas proposicoes.

N&o sO na antiguidade, também nos dias atuais, a utilizacdo da teoria dos
numeros se faz bem presente nas outras areas da Matematica, como Probabilidade,
Algebra e sistemas dinamicos por exemplo, mas néo limitado a isto, também esta ativo
nas areas tecnolégicas como é descrito por Galdino (2014, p. 3) “A Teoria dos
Numeros € a area da Matematica considerada base teorica da ciéncia capaz de
manter sigilo da informacdo transmitida entre duas fontes contra terceiros, a
criptografia”

A teoria dos numeros como ferramenta para conjecturas de teoremas e
propriedades voltado a sequéncia de Fibonacci, permite a constru¢cdo de um vasto
estudo das relacdes existente entre os numeros de Fibonacci, possibilita um olhar
minucioso e a descricdo precisa do comportamento destes nameros entre si. Vale
destacar a frase do renomado Matematico alemao Johann Gauss, considerado por
muitos como “O principe da Matematica”. “A Matematica € a rainha das ciéncias e a

aritmética (teoria dos niimeros) é a rainha da Matematica.”

2 Bertone (2014, p.7)
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1.5 Noc0Oes fundamentais de Teoria Aritmética dos numeros 3

Nesta secdo, serdo enunciadas algumas ferramentas matematicas de aporte
para as demonstracdes das relacdes existentes entres 0os numeros de Fibonacci, uma

sucinta introducao sobre alguns estudos provenientes da teoria dos nimeros.

1.5.1 Divisibilidade

Definicdo 1.5.1. Tomemos dois inteiros a e b, no qual a # 0, dizemos que a divide b
caso exista um inteiro ¢ tal que b = ac. Podemos denotar como a|b (a divide b ) ou
a t b (a ndo divide b).

Consideremos os inteiros a, b, c e d é valido as proposigoes:
Proposicao 1.5.1.al0, 1la e ala

Demonstracao: Podemos verificar que é valido as relagfes ja que:

0=a.0
a=1.a
a=a.l

Proposicao 1.5.2. Se a|b e b|c, entdo alc
Demonstracdo: Vejamos que:
alb > b=a.k,etambémb|c = c=Db .k, comk,ek,el.
logo podemos escrever ¢ da seguinte forma:
c = (a.ky)(ky)
=a.(kik,)

Assim: ¢ = a.(k.k,) = alc.

Proposicao 1.5.3. Se a|b e c|d, entdo ac|bd
Demonstracao: vejamos que: alb = b=a.k,etambémc|ld = d=c.k,,
comk,e k, € Z. Logo, podemos escrever bd da seguinte forma:
bd = (a.k,)(c.k;)
= (ac)(kik;)
Assim: bd = (ac)(k,k,) = ac|bd

Proposicao 1.5.4. Se alb com b # 0, entdo |a| < |b|

% Todas as definicGes, proposicdes e teoremas desta secéo estdo de acordo com (FILHO, 1981),
(SANTOS, 1998) e (ROSEN, 2000)
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Demonstracao: Tomemos alb com b#0, desta forma b=a.k, k#0
|b| = |al| |k| e como k # 0 entédo |k| = 1,e como consequencia teremos:
|b| = |al

Proposicao 1.5.5. Se a|b e alc, entdo a|bk, + ck,, comk, ek, € Z
Demonstracao: Vejamos que:
alb > b=a.k,etambémalc = c=a.k, comk,ek, € L.
logo,para todo x,y € Zteremos:
bx + cy = ak;x + ak,y
= a(kyx + kyy)
Assim temos que: bx + cy = a(k,x + k,y) — al|bk, + ck,

1.5.2 Algoritmo da Diviséo
Teorema 1.5.1. Sejam os inteiros a e b no qual b > 0, existem e séo Unicos o0s inteiros
q e r tais que:
a=qgb+r,com0<r<b
(Em que q € o quociente e r é o resto ndo negativo na divisdo decorrente de a por b)
Demonstracao: A demonstracdo seguira dois pontos, primeiramente verificando a
existéncia de q e r, e posteriormente a sua unicidade, assim:
) A existénciade g er.
Dadosaeb € Z com b > 0,tomemos um o conjunto S da seguinte forma:
S={a—bx|x€ Za—bx>0}eSCSN
Ao tomarmos x = —|a| obteremos:
a—bx=a—-b(—la|l) =a+b(la]) =a+ (la]) =0,jaqueb =1

O gue nos mostra que 0 conjunto é ndo vazio. Se temos S # @, entdo pelo
principio da boa ordenacédo (PBO) sabemos que todo conjunto ndo vazio possui um
elemento minimo r € §,r = 0, e também um x = q,q € Z, tal que: r = a — bq. Segue
entdo que a = bq + .

Vale ressaltar também que r < b, ja que caso ocorresse de r > b, como r =
a — bg, analisemos a situacdo para um sucessor de q, isto é:

a—blg+1)=(a—-bg)—b=r—b=0

Ou seja, r >a—b(q+ 1) €Z, o que contradiz o PBO, ja que r é o menor

elemento de S. Desta forma temos que r < b.

i) Unicidade de g e 1:
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Para mostrarmos que q e r sdo Unicos, suponhamos que existam q'er’ € Z, tais
que:
a=bq'"+r'com0<r'"<b
bg+r=bq +r'
r—r' =bq' —bqouseja(r—r')=(q" —q)b=b|(r—1")
Como temos que r"<b e r<b, entdo |r'—r| <b, logo r' —r =0, 0 que

implicaem r’' =r, e também bq = bq’, ou sejaq =q' jaque b > 0.

1.5.3 Maximo divisor comum
Definicdo 1.5.3. E chamado de maximo divisor comum de aeb (aeb € Zcom a #
Ooub # 0) o maior inteiro positivo d que divide tanto a quanto b, denotado por
mdc(a, b).

i) dlaed|b

ii) Sed'laed'|bentiod <d
Teorema 1.5.2. sejaaeb € Z(com aou b diferente de zero) logo, existe e € Unico
o mdc(a, b). E também seja d = mdc(a, b), entdo existem xey € Ztalqued = ax +
by.
Demonstragéo: Consideremos o conjunto S de todas as combinagdes lineares ax +
by, desta forma temos: S ={ax+by|ax+by >0,comx,y€Z} eSS N, e este
conjunto S ndo é vazio, visto que pelo menos uma das combinagbes a.l1+
b .0 oua(—1)+ b .0 é positiva e pertence ao conjunto. Desta forma, tomemos d como
0 menor elemento de S (pelo principio da boa ordenacgéo), logo, podemos escrever d
como d = ax + by. Pelo teorema 1.5.1 temos:

a=dq+r,com0<r<d,

Convém algumas manipulac¢des, logo:

r=a-—dq
=a— (ax + by)q
=a—axq — byq

=a(l—qx) +b(—qy)
Podemos observar que r = a(1 — gqx) + b(—qy), isto é, r € uma combinacao
linear de ae b, ja que (1 — gx) e (—qy) sdo inteiros, além disso, temos 0 <r <d e
como d > 0 é o menor elemento de S entdo resta que r = 0, 0 que nos deixa com a

igualdade a = dq, ou seja d|a.
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De forma analoga podemos verificar se d é um divisor de b.
Tomemos 0 mesmo conjunto S, e para b temos:
b=dq+r,com0<r<d

Convém também algumas manipulagdes, logo:

r=a-—dq
=a— (ax + by)q
=a—axq—byq

=a(l—qgx) + b(—qy)

Podemos observar que r = a(1 — gqx) + b(—qy), isto é, r € uma combinacéo
linear de a e b, como vimos anteriormente, podemos concluir que r = 0, 0 que nos
deixa com a igualdade b = dg, ou seja d|a. Logo, d € um divisor tanto de a quanto de
b.

Mostraremos agora que d € o maior divisor comum de ae b, para isso,
suponhamos que seja c€Zec >0 um divisor de aeb, isto é; claec|b. Pela
proposicéo 1.5.5 temos:

clax + by

O que nos convém dizer que c|d logo ¢ < d, com isso temos que d é o maior
dentre os divisores comuns positivos de aeb, 0 que nos permite dizer que,
mdc(a,b) =d = ax + by,com x,y € Z, 0 que finaliza a demonstragéo do teorema.

Ha de ressaltar que:

)] 0 mdc(0,0) nao existe.
i) mdc(a,1) =1
iii) Se a|b, entdo o mdc(a, b) = |a|

iv) sea # 0,entdo o mdc(a,0) = |a|

Teorema 1.5.3. Sejam os inteiros ae b no qual a =bgq +r com q er € Z, entdo

temos que: mdc(a,b) = mdc(b,r)

Demonstracéo: sejad = mdc(a, b), desta forma sabemos que d € um divisor comum
de a e b, como a = bq + r tomemos este descrito como r = a — bq, ja que d|a e d|b,

entdo temos d|(a — bq), isto é, d|r, vemos que d é um divisor comumde b e r.
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Ao considerarmos ¢ como um divisor qualquer de b e r, teremos que c|b e c|r,
0 que nos garante entdo que c|bg + r, e como a = bq + r entdo c|a, ou seja ¢ também

€ um divisor comum de a e b, entdo c < d, e desta forma teremos que mdc(b,r) = d.

1.5.4 Algoritmo de Euclides.

Teorema 1.5.4. Seja ae b dois inteiros em que a>b >0eatb, a aplicagcdo do
algoritmo da divisao repetidas vezes (teorema 1.5.1), de tal modo que obtenhamos

um resto zero, isto é:

a =bq, + 1y, 0<r, <b
b=rq,+m, O<nr<n

T = Tyq3 + 73, O<rz<n

Ty =13q4 + 7y, 0<n<r

Th-3 = Th—2qn-1 T Tn-1, 0 <11 <Th
Th-2 = Th—1qn t T, 0<nr <m
Tn-1 = Tnqn+1 T Tnt1s Tht1 =0

Entdo o mdc(a, b) = 1,,, OU Seja, 0 ultimo resto nao nulo.
Demonstracdo: Pelo teorema 1.5.3, temos que mdc(a,b) = mdc(b,r), 0 que
podemos analisar como:
mdc(a,b) = mdc(b,r;) = mdc(ry,13) =...= mdc(ry_y,Th—1) = mdc(rp_1, 1)
Como r,,,; = 0, ou seja 1, |r,,_,, desta resulta que:

mdc(a,b) = mdc(rp_1,1) =1,
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Capitulo 2

2.1 Propriedades aritméticas da sequéncia de Fibonacci.*

Neste capitulo, apresentaremos algumas propriedades que regem 0s numeros
de Fibonacci, vale ressaltar o grande quantitativo de propriedades existentes e até
mesmo inexplorados. Para uma compressao e seguimento légico da proposta da
pesquisa, 0s resultados aqui apresentados, quanto as demonstracbes das

propriedades, serdo de carater Aritméticos.

Propriedade 1: mdc(F,F,;,) = 1, para todo n inteiro positivo, isto &, quaisquer

numeros consecutivos de Fibonacci sédo primos entre si.

Demonstracao: Pela definicdo da sequéncia sabemos que cada termo € obtido
adicionando os 2 termos anteriores, com isso, ao realizarmos a divisado de dois termos
consecutivos, em que o primeiro € dividendo e seu antecessor € o divisor, o quociente
encontrado sera 1 e o resto sera a diferenca entre dividendo e divisor. Desta forma,
seguindo o algoritmo de Euclides para determinar o mdc obteremos:
Fpy1=1.F,+F,.,, 0<F, ,<E,

F,=1.Fp_y+Fyy O0<F, ,<F,,

Fpoi=1.F,_ ,+F, 3 O0<F, 3<F,,

Fpop=1.Fy_ 3+ F, 4, O0<F, ,<F,;

F,=1.F34+F, O0<F,,<F,,
F;=2.F,+0
O maximo divisor comum entre dois valores é descrito pelo algoritmo de
Euclides como ultimo resto diferente de zero, entdo temos:
mdc(Fy, Fpy1) = F,
E como vimos por definicdo, F, = 1 o que finaliza nossa demonstracao
mdc(Fy, Fpy) = F, =1

4 As propriedades apresentadas neste capitulo estdo de acordo com (KOSHY, 2001), (SILVA, 2017)
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Propriedade 2: F,,;, = Fu_1F, + E,Fy41, onde m e n sdo inteiros positivos.
Demonstracao:
i) Notemos que a igualdade é verdadeira para n = 1 com m fixo:

Fny1 = Fpo1 + By
=F,11+E,1
= Fp1F + B Fy

i) Supondo que a igualde seja verdadeira para n — 1 e n dessa forma teremos:
Fn+m-1) = Fn-1Fn-1 + FnFy (2.1)
Fnin = Fn-1Fn + FnFniq (2.2)

iii) Provaremos que aigualde é verdadeira para n + 1.
Tomemos (2.1) + (2. 2),
Fm+(n—1) + Fon = FpoaFnoq + Fpo By + BBy + B Fryy
= m—l(Fn—l + Fn) + Fm(Fn + Fn+1)
Pela relacdo de recorréncia temos;
Fooqa + B = Fuiq
By + Fuiq = Fugo
Portanto:

Fm+(n+1) = Fp_1Fnq1 + FpFogs

Propriedade 3: F,,_,F,,; — E? = (—1)", paratodo n € Z,.

Demonstracéao: Utilizaremos a inducéo sobre n para mostrar que a propriedade é

valida, logo:
i) A igualdade é verdadeira para n = 1 ja que;
(-Dt=0-12
= Fo— (F1)2
= FoF, — F}
i) Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para n = k € N, logo:

Fr—1Fy41 — sz = (-1DF (2.3)
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i) Verificaremos se a igualdade é valida para n = k + 1, dessa forma, buscamos
encontrar:
FyFryo — Fz?+1 = (=1DF+t
Aplicaremos a ambos membros da equacgédo (2.3) o produto por (—1), e por
conveniéncia apresentaremos como (—1)* = F,_,F,,, — F# logo:
(—1)k+1 = (—1)(Fk—1Fk+1 - sz)
= Fi41(=Fx_1) + F
= Fier1(F = Fieer) + Ff
=Fk+1(Fk+1_Fk)_Fk2
= Fie(Fee1 + Fi) — Fyy
=Fka+2_Fk2+1
Assim, verificamos que a igualdade é verdadeira paran =k + 1, isto é, é
valido para todo N.

Propriedade 4: FE,|E,,,, paratodom e Nen € Z,.

Demonstracao:
iv) A igualdade é verdadeira para n = 0 ja que;

E,|0

E,|F,

EplFmo
V) Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para n — 1 e n, logo:

EnlFnm-1) € EnlFun
Provaremos que a igualdade € valida paran + 1, e pela propriedade 2 podemos
escrever a seguinte relacao;
Frnm+y) = Fnem = Fmg-1)Fm + EnnFm+a
Vi) Pela hipétese de inducédo sabemos que F,|Fpn-1) € Fy|Fpy, portanto € valido
que:
Fn | Fnn-1)Bn + EnnFmia

leFm(n+1)

Propriedade 5: (F,,1)? = E,F,,, + (—1)", com n sendo um inteiro positivo.
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Demonstracgéo:
i) A igualdade é verdadeira paran = 1, ja que;
(F)? =12
=12-1
=F,F; + (—1)?

i) Suponhamos agora, que essa igualdade seja verdadeira para um inteiro
qualquer positivo, isto é. Paran = k;
(Fer1)? = FyFrpp + (1" (2.4)
iii) Mostraremos agora que a afirmacdo é verdadeira para k+ 1, e assim
concluiremos que é vélida para todo n, para isso, adicionaremos Fj,,,Fy,, €m ambos
lados de (2.4) juntamente com 0s ajustes necessarios;
(Fi41)? + Fiex1Fieqn = FiFipp + (=1 + Fiy 1 Fio
Fies1(Fes1 + Fiexz) = Fieaa(Fie + Fieqr) + (1D
Fry1Fi43 = (Fk+2)2 + (=¥
Adicionando (—1)**! em ambos lados teremos:
(Fr42)? = Fiep1Fieqs + (1)1
O que finaliza nossa demonstragéao, ja que a afirmacéo é verdadeira para k + 1

entdo sera verdadeira para todo inteiro positivo n.

Propriedade 6: F,|F,, para m e n inteiros positivos, tal que m|n.

Demonstracéao: Pela definicdo (1.5.1) sabemos que se m|n, entdo, existira um inteiro
q que satisfaca: n = mgq.
i) Facamos g = 1, entdo teremos n = m, desta forma é valido que E,, |F,.
i) Suponhamos que essa igualdade seja verdadeira para um natural qualquer,
isto €, facamos n = k. Entdo por hipétese temos:
Ep|Fg
iii) Mostraremos que a igualdade é verdadeira para q = k + 1 € N, ou seja:
En|Fogres+1)
Para Fpk+1) = Fmk+m POdemos aplicar a propriedade 2 e assim obteremos:
Fnik+1) = Frk-1Fn + FreFmst
Podemos verificar que é valido que E,,|F,,x-1E, € por hipétese, como E,|F,,; entao:
Fon | Fonic Frnsa
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Pela proposicao (1.5.5) teremos que:
leka—lFm + kaFm+1

Ou seja, a afirmacéo é verdadeira paran = k + 1 o que finaliza nossa demonstracao.

Propriedade 7: Seja m = nq + r, entdo mdc(F,,, F,) = mdc(E,, F,).

Demonstracdo: Com m=nq+r entdo podemos escrever, mdc(F,, FE,) =
mdc(Fnq4r,Fy), € pela propriedade 2 teremos ainda; mdc(Fy,, F,) = mdc(Fpq_1F, +
FagFri1, Fo).

Pelas propriedades de mdc >, se b|c, 0 mdc(a + ¢,b) = mdc(a, b), e visto que,
F,|F,, (Propriedade 6), entdo resultamos em:

mdc(Fy,, F,) = mdc(Fpq_1F, F,)

Como suporte para o seguimento da demonstragcédo, verificaremos que 0
mdc(Fny-1,F,) = 1, Para isso, usaremos d = mdc(F,q_1, F, ).

Pela proposicao (1.5.2) sabemos que:

d|F, e E,|F,, entéo € valido que d|F,,.

Assim temos d como um divisor comum de F,,_; e de F,, e como estes nimeros
sdo consecutivos, utilizando a propriedade 1 sabemos que seu mdc € igual a 1, ou
seja mdc(Fpy_1, F,) = 1.

Por meio das propriedades de mdc, teremos mdc(a,c) = 1 0 que nos garante
que mdc(a, bc) = mdc(a, b), com isso podemos escrever a relacao:

mdc(E,, E,) = mdc(an_l, F,) = mdc(E,, E,)
|
Propriedade 8: mdc(F,, F,) = F;, em que d = mdc(m,n), isto é, o mdc entre dois

ndmeros de Fibonacci, ainda serd um numero de Fibonacci.

Demonstracdo: Seguiremos a demonstracdo desta propriedade por meio do

Algoritmo de Euclides, e para isso, suponhamos m > n, e assim calcularemos o mdc

demen:
m=nqq, +1y, O<n<n
n=rq, +7;,, O<r<n
T =Tq3 + 713, O0<rs<n

5 (FILHO, 1981)
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7"2=T'2q3+7"3, 0<T4<T3

Th-2 = Th—1qn t T, 0<m<rm
Tn-1 = Tqn+1 + 0
Pelo teorema (1.5.4) concluimos entdo que mdc(m,n) =r,, € por meio da
propriedade 7, podemos escrever a relacao:
mdc(F,, E,) = mdc(Fn,Frl) = mdc(Frl,F,,Z) = . = mdc(Frn_l,Frn)

Sabemos pela propriedade 6 que, se r,|1;,_1, entdo F,,n|Fr 0 que nos garante

n—-1’

que mdc(Fr _1,Frn) = F,,, € como vimos por meio do algoritmo de Euclides, ,, € 0 mdc

n

de m e n, o que finaliza a demonstracao e fica provado que:

de(le Fn) = Fmdc(m,n)'

2.2 Algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci quanto a

adicdo de termos.®

Seja a sequéncia de Fibonacci F,, em que teremos n como um namero inteiro

positivo, entdo verificaremos as seguintes propriedades.

Propriedade 9:

n
D F=Fup—1

i=1
Demonstracao: Mostraremos por inducdo sobre n, que a soma consecutiva dos
numeros de Fibonacci gera a identidade proposta, isto €é;

F1+F2+F3+F4+ ...+Fn:Fn+2_1

i) Notemos que a identidade € verdadeira para n = 1, ja que:
F,=1
=2-1
=F4—1
i) Suponhamos que a igualdade seja valida para um natural qualquer, isto €,

para n = k, assim teremos:

F1+F2+F3+F4+ "'+FK:FK+2_1

5 (DIAS, 2015)
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i) Verificaremos se a igualdade se mantém verdadeira para n = k + 1, logo:
Fi+F,+F+F,+ .. +F+Fpq = (Fiyo — 1) + Feyq
= (Fey1 + Fra2) — 1
= Fryz —1
= Fg+1+2—1
Como podemos ver, a condicao foi satisfeita, ou seja, é valido para k + 1 0

gue nos garante que sera valido também para todo n € N.

Propriedade 10:

n
Z Fyiq = Fyp
i=1

Demonstracao: Mostraremos por inducdo sobre n, que a soma dos termos de
Fibonacci de indice impar resulta em um termo de Fibonacci de indice par, isto é:

Fl + FZ + F3 + ... + an—l = FZn

) Notemos que a afirmacéo é verdadeira paran = 1, ja que:
Fi=1=F;,
i) Suponhamos que a igualdade seja valida para paran = k € N.

iii) Verificaremos se a igualdade continua verdadeira paran = k + 1, logo:
Fi+F,+F3+ ... + Fop_1 +Foppq = Fop + Fopyq
= Fok+2
= Foks1)
Assim verificamos que é valido para k + 1, e consequentemente valido para

todon € N.

Propriedade 11:

n
Z Fpp=Fpp g —1
i=1

Demonstracdo: Mostraremos por inducdo sobre n, que a soma dos termos de
Fibonacci de indice par resulta na seguinte identidade:
Fo+ Fy+Fg+ . +Fpp=Fppq—1
) Notemos que a afirmacao € verdadeira para n = 1, ja que:
F,=1
=F,—1



26

=F411—1
i) Suponhamos que a igualdade seja valida para paran = k, k € N.
iii) Mostraremos que a igualdade se mantém verdadeira paran = k + 1, logo:
Fy+ Fya+Fgt oo + Fp + Foppq = (Foger — 1) + Fopq
= (F2k—1 + FZk) -1
= (F2k+1) -1
Verificamos assim, que é valido para k + 1, e consequentemente valido para

todon € N.

Propriedade 12:
n
D (F) = Fy Py
i=1

Demonstracao: Mostraremos por inducédo sobre n, que a soma dos quadrados dos
termos de Fibonacci geram a seguinte identidade:
F?+F}+F?+ .. +E?=FE,.F,,

) Notemos que a afirmacéo é verdadeira paran = 1, ja que:
Ff=1
=11
= F2.F?
i) Suponhamos que a igualdade seja valida para paran = k,k € N, isto é:
FE+F;+F?+ ..+ F2=Fy.Frpq (2.5)

iii) Mostraremos que a igualdade se mantém verdadeira para n = k + 1, para
isso, adicionaremos FZ,, a ambos lados da igualdade (2.5).
FE+FZ+FZ+ .+ FE+F2 = Frgq-Fror + FA
= Frt1-Frv1 + Fre1- Frean
= Fp1(Fi + Fieqq)
= Fr41. Frsz
Como aigualdade é verdadeira também para n = k + 1, logo é valido para todo

n € N.

Propriedade 13:
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n

D iFi = (14 DFyy = Fra + 2

i=1

Demonstracao: Por meio da inducéo sobre n, logo:

i) Verificamos que a igualdade é verdadeira para n = 1, ja que;
F1 = 1
=4—-5+42

=2F115 — Fi4q 2
i) Iremos supor que a afirmacao seja verdadeira para um natural qualquer, isto é,
paran = k, assim;
Fy+2F, + 3F; + -+ + kF, = (k + 1)Fyyp — Fps + 2 (2.6)
iii) Queremos provar que a igualdade também € verdadeira para n = k + 1, para
isso, adicionaremos (k + 1)F,,, em (2.6), entao;
Fi+2F, +3F;+ - +kFy + (k+ DFpyq = (k+ DFpyp — Fegoa + 2+ (k+ 1)Fpyq
= (k+ D(Fyyz + Frr1) — Frpa + 2
= (k + 1)Fy43 — Fyqq + 2
Por convencéao, adicionaremos e subtrairemos F;,.; no segundo membro da
equacao;
= (k + 2)Fi3 — (Fyz + Fiya) +2
= (k + 2)Fy43 — (Fies) +2
Esta ultima equacéo é o que buscavamos ao fazer n = k + 1, logo, mostramos

assim que a relagéo é valida para todo n natural.
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Capitulo 3

3.1 Edouard Lucas.”

A sequéncia conhecida hoje como Sequéncia de Lucas, advém dos estudos
sobre a sequéncia de Fibonacci proposto pelo matematico francés Frangois Edouard
Anatole Lucas, intitulou-se como sequéncia de Lucas em homenagem a este
matematico que teve importante contribuicdo para a popularizacdo e conjectura das
propriedades que regem a sequéncia de Fibonacci.

Edouard Lucas foi um grande pesquisador matematico, em particular, na area
de teoria dos niumeros em que teve suas mais importantes contribuicoes, a ele deve-
se a descoberta em 1876, do numero primo de 39 algarismos que por 75 anos
perdurou como o maior numero primo descoberto, atualmente ainda retém o recorde
de maior numero primo encontrado e testado sem o auxilio de computadores, sendo
este;

2127 -1 =170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

N&o sO0 em areas de teoria dos numeros como também na Matematica
recreativa, Lucas trouxe grandes contribuicbes, € o criador do famoso jogo
matematico conhecido como “Torre de Hanoi”, jogo capaz de despertar o raciocinio
I6gico e ideias sobre sequencias dentre outras como o “Quebra-cabecas de
Banguenaudier” conhecido também como “Anéis Chineses”.

Como visto no capitulo 1, a sequéncia de Lucas é resultado da mudanca de
termos iniciais da sequéncia de Fibonacci, a ponto de curiosidade, Edouard Lucas foi
quem intitulou como “Sequéncia de Fibonacci”, mas nunca nomeou a sequéncia que
hoje carrega seu nome, ja que para ele, tratava-se ainda da sequéncia de Fibonacci

com uma indexacéao diferente da convencional.

3.2 Relacdes entre as sequéncias de Fibonacci e Lucas.?®

A sequéncia de Lucas carrega consigo também suas propriedades, no capitulo

anterior, mostramos algumas identidades quanto a soma dos termos de Fibonacci,

7 (EVES, 2011), (SILVA, 2017) e (GUEDES; ALVES. 2019)
8 (SILVA, 2017) e (KOSHY, 2001).
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estas propriedades podem ser deduzidas também para a sequéncia de Lucas.
Apresentaremos apenas algumas das identidades de adicao de termos de Lucas sem

as demonstrar, juntamente com a relagao entre os termos de Fibonacci e Lucas.

i)
n
D Le=Luz—3
k=1
i)
n
Z Ly = Lapyr — 1
k=1
iii)
n
Z Lyg—q = Lyp — 2
k=1
iv)
n
z Lok+1 = Lon+z — 2
k=0
V)

n
Z L2 =LyLyq+2
k=0

Veremos agora, algumas propriedades que nos permitem relacionar os termos

de Lucas com os de Fibonacci,

Identidade 3.1: Iremos definir os termos de Lucas a partir de Fibonacci, desta forma,
escreveremos L, em funcdo de F,_; € F,44.

Ly=Fpp1+Fppnz21
Podemos verificar que existe relacdo entre os termos de ambas sequéncias, e por
meio desta identidade e a recorréncia de Fibonacci, poderemos chegar em outras

relacdes.

Identidade 3.2: Também € possivel escrever numeros de Fibonacci em funcéo de

Lucas, assim temos:
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5F, =2Ln,.; — L,,n>2
Por meio da propriedade (3.1), sabemos que L, =2F,,,—F, e
Lpy1 = 2F, ., — Fryq, lOgo temos que:
5F, = 4Fn + E,
=4(Fpiz — Fpp)) t B,
=4F 4 —4F + B
=4Fn12 — 2Fp4 — 2F i +
= Z(ZFn+2 - Fn+1) - (2Fn+1 - Fn)
=2Lpi1 — Ly

Identidade 3.3: E, + L,, = 2F,.4,comn > 0.
Tal identidade pode ser validada ja que, utilizando a recorréncia de Fibonacci e
a identidade 3.1 teremos:
Fo+ Ly = (Fpyr — Fpog) + (Fpgq + Frog)
= (Fpy1 — Fpo1) + (Fpq + Fyoy)
= Fpp1 + Fopa
= 2Fn41
Identidade 3.4: Paran € N temos:
12 — 5E2 = 4(—1D)™.
Por meio da recorréncia de Fibonacci e a propriedade 3 vale a seguinte relacao:
Fpi1Fn_1 = E? + (—=1)" e elevando a propriedade 3.1 ao quadrado teremos;
L; = F7%+1 + 2Fp g + Fr%—l
= (Fpy1 — Fpo1)? + 4F 1 Fny
Aplicando a propriedade 3 e a relagéo de recorréncia de Fibonacci ficamos com:
=E+4FE+ (D)
= 5E2 + 4(—1)"
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa, mostramos a fascinante sequéncia numérica gerada por meio
de um simples problema proposto ainda na idade média, fizemos uma abordagem
histérica e apresentamos alguns resultados de teoria dos nimeros que nos ajudou a
realizar um estudo mais detalhado sobre a sequéncia.

Em prosseguimento, apresentamos algumas propriedades aritméticas da
sequéncia de Fibonacci, no qual cuidamos para que as demonstracdes propostas
fossem o mais claro e simples, porém, ndo menos elegante, jA que propomos a
pesquisa como também um material didatico para estudos posteriores voltados tanto
para teoria dos numeros quanto a préopria sequéncia de Fibonacci.

Por meio das pesquisas realizadas, é notério quao rica sdo as sequéncias
estudadas, e ndo apenas para olhares aritméticos, podendo ser explorado também
por meio da combinatoria, geométrica e entre outros. Vale destacar também que nao
fica presa na area da Matematica pura, e deixamos como sugestdo para uma futura
pesquisa 0 seguinte tema, voltado para educacdo Matematica, “A utilizagcdo da
sequéncia de Fibonacci no dia a dia e suas manifestagdes na natureza”, tema esse
gue permite a exploracdo do conteudo até mesmo no ensino basico, podendo levar
os alunos a campo a fim de investigarem as manifestacées dos nimeros de Fibonacci

ao seu redor.
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